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O teorema

Teorema (Teorema do Núcleo e da Imagem)
Seja T : V →W uma transformação linear entre espaços vetoriais.
Então

rank(T ) + nulidade(T ) = dim(V )

i.e.,
dim(im(T )) + dim(ker(T )) = dim(V )
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A prova

dim(V ) = dim(im(T )) + dim(ker(T ))

Seja K = {k1, . . . , kn} uma base de ker(T ).

Estenda K para uma base B = {k1, . . . , kn, r1, . . . , rm} de V .

Tome R = B \K = {r1, . . . , rm}.

Afirmação: T (R) = {T (r1), . . . ,T (rm)} é gerador de im(T ).
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A prova

dim(V ) = dim(im(T )) + dim(ker(T ))

K = {k1, . . . , kn} base de ker(T );
B = {k1, . . . , kn, r1, . . . , rm};
R = {r1, . . . , rm};
Afirmação: T (R) = {T (r1), . . . ,T (rm)} é gerador de im(T ).

Seja w ∈ im(T ). Então
w = T (v)

para algum v ∈ V . Como B = K ∪ R é base,

v =
n∑

i=1

λiki +
m∑
j=1

µj rj

para certos λi , µj .
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A prova

Afirmação: T (R) = {T (r1), . . . ,T (rm)} é gerador de im(T ).

Então

w = T (v)

= T

 n∑
i=1

λiki +
m∑
j=1

µj rj


=

n∑
i=1

λiT ( ki︸︷︷︸
∈ker(T )

) +
m∑
j=1

µjT (rj)

=
m∑
j=1

µjT (rj) ∈ 〈T (R)〉.
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A prova

T (R) é gerador de im(T ). X
Afirmação: T (R) = {T (r1), . . . ,T (rm)} é LI.

Suponha α1, . . . , αm ∈ R tais que

0W =
m∑
j=1

αjT (rj) = T

 m∑
j=1

αj rj


Então

∑m
j=1 αj rj ∈ ker(T ), que é gerado pela sua base K.

Existem β1, . . . , βn tais que

m∑
j=1

αj rj =
n∑

i=1

βiki ,
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A prova

n∑
i=1

βiki −
m∑
j=1

αj rj = 0V

Como B = {k1, . . . , kn, r1, . . . , rm} é base,

αj = βi = 0

para todos i , j .
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A prova

T (R) é gerador de im(T ). X
T (R) = {T (r1), . . . ,T (rm)} é LI. X
T (R) = {T (r1), . . . ,T (rm)} é base de im(T ) (com m elementos). X
dim(im(T )) = m X

Portanto,

dim(V ) = #B

= # {k1, . . . , kn, r1, . . . , rm}
= n +m

= #K+#T (R)

= dim(ker(T )) + dim(im(T )).X
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Uma aplicação

Podemos usar o Teorema do Núcleo e da Imagem para obter outra
demonstração do teorema acerca de dimensão de soma de subespaços.

Sejam E e F subespaços de V . Construímos o espaço produto

E × F

com operações

(e1, f1) + (e2, f2) = (e1 + e2, f1 + f2)

λ(e, f ) = (λe, λf ).

Note que
E ∼= E × {0V }, e ∼= (e, 0V );
F ∼= {0V } × F , f ∼= (0V , f );
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Uma aplicação

Tome
P : E × F → E , P(e, f ) = e.

Então
im(P) = {P(e, f ) : (e, f ) ∈ E × F}

= {e : e ∈ E , f ∈ F}
= E

ker(P) = {(e, f ) : P(e, f ) = 0V ∈ E × F}
= {(e, f ) : e = 0V }
= {(0V , f ) : f ∈ F}
= {0V } × F ∼= F
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Uma aplicação

P : E × F → E , P(e, f ) = e;
im(P) = E ;
ker(P) ∼= F ;

Pelo TNI,

dim(E × F ) = dim(ker(P)) + dim(im(P))

= dim(E ) + dim(F )
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Uma aplicação

Tome
S : E × F → V , S(e, f ) = e + f

Então
im(S) = {S(e, f ) : (e, f ) ∈ E × F}

= {e + f : e ∈ E , f ∈ F}
= E + F

ker(S) = {(e, f ) : S(e, f ) = 0V ∈ E × F}
= {(e, f ) : e + f = 0V }
= {(e, f ) : e = −f ∈ E ∩ F}
= {(x ,−x) : x ∈ E ∩ F}
∼= E ∩ F
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Uma aplicação

S : E × F → V , S(e, f ) = e + f ;
im(S) = E + F ;
ker(S) ∼= E ∩ F ;

Pelo TNI,

dim(E × F ) = dim(ker(S)) + dim(im(S))

dim(E ) + dim(F ) = dim(E + F ) + dim(E ∩ F )
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