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O teorema

Teorema (Teorema do Niicleo e da Imagem)

Seja T: V — W uma transformacdo linear entre espacos vetoriais.
Entao

rank( T) + nulidade(T) = dim(V)
- S et = e 7)

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 11

Teo. do Nic. e da Im. 2/13



A prova

dim(V) = dim(im(T)) + dim(ker(T)) J

Seja K = {ki,..., kn} uma base de ker(T).
Estenda X para uma base B = {ki,... . kp,r1,...,rm} de V.

Tome R=B\K={r,...,rm}.

e Afirmacdo: T(R)={T(n),..., T(rm)} € gerador de im(T).
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A prova

dim(V) = dim(im(T)) + dim(ker(T)) J

K ={ki,..., kn} base de ker(T);
B=A{ki,....,kn,r1,...,m};

R={n,....rm};

Afirmagdo: T(R) ={T(r),..., T(rm)} & gerador de im(T).

Seja w € im(T). Entdo
w = T(v)

para algum v € V. Como B = KX U R & base,

n m
v:ZA,-k,-JrZujrj
i=1 j=1

para certos A;, fi;.
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A prova

o Afirmagdo: T(R)={T(n),..., T(rm)} é gerador de im(T)

Ent3o
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A prova

e T(R) é gerador de im(T). v
e Afirmagdo: T(R)={T(n),..., T(rm)} €Ll

Suponha a1,...,a, € R tais que
m m
Ow =Y aT(y) =T ajr
j=1 j=1

Entdo » 7, ajr; € ker(T), que & gerado pela sua base X.

Existem (1,..., 8, tais que
m n
Sy =3 ik
j=1 i=1
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A prova

n m
Zﬂik,’ - Zajrj =0y
i—1 =1

Como B ={ki,...,kn,r1,...,rm} é base,
aj=3;=0

para todos i, .
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A prova

@ T(R) é gerador de im(T). v
o T(R)={T(n),..., T(rm)} éLL v
e T(R)={T(r1),..., T(rm)} & base de im(T) (com m elementos). v/
o dim(im(T))=m v
Portanto,
dim(V) =#3

:#{kl,...,kn,rl,...,rm}

=n+m

=#X+#T(R)

= dim(ker(T)) 4+ dim(im(T)).v
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Uma aplicacdo

Podemos usar o Teorema do Nicleo e da Imagem para obter outra
demonstracdo do teorema acerca de dimensio de soma de subespacos.

Sejam E e F subespacos de V. Construimos o espaco produto
ExF

com operagoes

(e1, i) + (&2, ) = (e1 + €2, fL + 1)

Ae, ) = (Ae, Af).
Note que
o E=E x {0y}, e=(e,0y);
o F= {0y} x F, f=(0y,f);
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Uma aplicacdo

Tome
P:ExF —E, P(e,f)=e.
Entdo
o im(P)={P(e,f):(e,f) € Ex F}
={e:ecE,feF}
=E
o ker(P)={(e,f): P(e,f)=0y € Ex F}
={(e,f):e=0v}
— {(Oy,f): feF)}
— {0y} x F=F
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Uma aplicacdo

e P:EXF —E, Ple,f)=e;
e im(P) = E;
@ ker(P) = F;

Pelo TNI,

dim(E x F) = dim(ker(P)) + dim(im(P))
= dim(E) + dim(F)
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Uma aplicacdo

Tome
S:ExF—=V, S(e,f)=e+f
Entdo
e im(S)={S(e,f):(e,f) € EX F}
={e+f:ecE feF}
=E+F
o ker(S) ={(e,f):S(e,f) =0y € Ex F}
={(e,f):e+f =0y}
={(e,f):e=—-f€ENF}
={(x,—x):x€ ENF}
~FNF
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Uma aplicacdo

@ S:EXF—=V, S f)=e+f;
e im(S)=E+ F;
o ker(S)=ZENF;

Pelo TNI,

dim(E x F) = dim(ker(S)) + dim(im(S))
dim(E) +dim(F) =dim(E 4+ F) +dim(EN F)

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 11 Teo. do Nic. e da Im. 13 /13



