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Operacdes lineares sobre transformacées

Sejam V, W dois espacos vetoriais. Vamos denotar
L(V,W)={T: V — W linear},
o conjunto das transformacdes lineares de V em W.
Consideramos as “opera¢des pontuais™: dadas T,S: V — W lineares,
T+S: V=W, (T+S)(x)=T(x)+ S(x)

e, dado A € R,
(AT)(x) =X T(x).

Exercicio: T + S e AT sio lineares.
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Operacdes lineares sobre transformacées

Teorema

L(V, W) é um espago vetorial com as operacdes pontuais.

o Comutatividade: (T + S)(v) = T(v)+ S(v)
=S(v) + T(v)

=(5+T)(v),
logo T+ S =S5+ T (para quaisquer S, T)

e A transformacdo nula 0: V — W, 0(v) = Oy, serve como “vetor”
nulo:
(T+0)(v)=T(v)+0(v)=T(v)+0w = T(v),

portanto T+0=T.
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Operacdes lineares e kernel

Se Tel(V,W)eacR,
o ker(aT)={x:(aT)(x)=0w}
={x:aT(x)=0w}
{x: 0w =0w}, sea=0
{{x:T(x)zOW}, sea #0

Vv, sea=20
~ \ker(T), sea#0
o im(aT)={aT(x):xe V}

~_J{O0w}, sea=0
~1im(T), sea#0
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Operacdes lineares e imagem

Se T,SeL(V,W),
o ker(T+S)={x:(T+S)(x)=0w}
={x:T(x)+ S(x) =0w}
O{x: T(x)=0}n{x:S(x) =0}
= ker(T) Nker(S)
e im(T+S)={T(x)+S(x):xe V}
Cim(T)+im(S)
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Espacos de transformacdes lineares como subespacos de
espacos de funcdes

o Ja sabemos que se X & um conjunto, entdo RX, o conjunto das
funcdes f: X — R, & um espaco vetorial.

@ Mas podemos trocar R por um espaco vetorial W: Se W é um espaco
vetorial e X & um conjunto, ent3o WX o conjunto das funcdes
f: X = W, &um espaco vetorial com “operacées pontuais’:

(fF+)(x) =f(x) +g(x),  (A)(x)=A-F(x).

e Em particular, se V & um espaco vetorial, entdo WY o conjunto das
funcdes V — W, & um espaco vetorial.

o O subconjunto L(V, W) & subespaco de WV
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Composicdo de funcdes
Sef: X—=>Yeg:Y — Z entdo
(gof): X =2,  (gof)(x)=g(f(x))

f g
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Produto de transformacdes lineares

Notacdo

Se T:U—VeS:V — W sio lineares, entdo denota-se composicdo
como produto:

ST:U— W, ST(u)=5(T(u))

Similarmente a produtos usuais, denotamos, para T: V — V,
o T =T

e T2=TT

e T3=TTT

o T"=TT---T;
o T0=idy.
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Produto de transformacdes lineares

Teorema

SeT:U—=VeS:V = W sio lineares, entdo ST: U — W é linear

Se w1, up € U, A € R,

ST (u1 + Auwo)

S(T(Ul + )\Ug))
S(T(u1) + AT (w2))
S(T(u1)) + AS(T(uw2))
ST(u1) +AST(w2)
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A funcdo identidade

A funcao identidade de um espaco vetorial V,
idy: V=V, idy(v)=v
satisfaz
id\/ T=T (S Sid\/ —yS'
para quaisquer T: U — V e S: V — W lineares.
o (idy T)(u) =idy(T(u)) = T(u)
o (Sidv)(v) = S(idv(v)) = 5(v)

Notacdes alternativas

As vezes se denota
idy =1y =1y
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Funcdes nulas

A transformacdo nula de um espaco vetorial V a um espaco vetorial W é

Ovﬁwi V — W, Ovﬁw(v) = Ow.

Essas funcdes satisfazem

Ov_wT =0ypsw e S0y—v =0y_w
para quaisquer T: U — V e S: V — W lineares.

° (OvowT)(u) =0vow(T(v) = 0w = Oy w(uv)
° (S0u-v)(u) = S(0u-v(u)) = S(0v) = 0w = Oy—w(u)
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Mais propriedades de operacdes com transformacdes lineares

Teorema

Além dos axiomas de espacos vetoriais, valem as seguintes propriedades: se
T,T1, To, e L(V, W), Qe L(U,V)eS eL(W,Z2) ea €R, entdo

° 5(TQ)=(ST)Q

o (Ti+ T2)Q=(T1Q)+ (T2Q)

) S(Tl -+ Tg) = (STl) + (STQ)

@ a(ST) = (aS)T = S(aT).

[(T1+ T2)Q)(u) = (T1 + T2)(Q(v))
= T1(Q(v)) + T2(Q(u))
= (T1Q)(u) + (T2Q)(u)
=(T1Q + T2Q)(u)
portanto (T1 + T2)Q = (T1Q) + (T2Q)
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Mais propriedades de operacdes com transformacdes lineares

[S(T1+ T2)](u) = S((T1 + T2)(v))
= S(T1(v)) + S(T2(w))
= (ST1)(u) + (5T2)(u)
= (ST1 + ST2)(u)

portanto S(T1 + T2) = (ST1) + (ST?).

A terceira propriedade é exercicio.
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Mais propriedades de operacdes com transformacdes lineares

Se T: V — V linear, vale que

TTm — Tner’ (Tn)m _ T(nm)'

Mascom S: V — V,
(sT)" e s"T"
podem ser diferentes!

Também,
(S4+T)? e S?24+25T+ T2

podem ser diferentes!
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Nem todas as operacSes sdo tdo boas

Tome as transformacées de R? a R?:

S5(6,y)=(0,x),  T(xy)=(y,x)
Entdo
o (ST)*(x,y) = (0,y).
° (S2T?)(x,y) = (0,0).
° (5+ T)%(x,y) = (2x,2y).
o (S24 25T + T?)(x,y) = (x,3y).
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Inversas laterais

Definicdo
Sejam f: X — Y e g: Y — X funges

Dizemos que g é

@ inversa a esquerda de f se go f = idy;
@ inversa a direita de f se fo g = idy.

Uma fungdo f é injetiva se, e somente se, admite inversa a esquerda; f é
sobrejetiva se, e somente se, admite inversa a direita.

v
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Injetividade e inversa a esquerda

Teorema

Uma transformacio linear T: V — W é injetiva se, e somente se, existe
S: W — V linear tal que ST = idy (inversa a esquerda de T ).

Se S éinversa a esquerda de T e T(x) = T(y), entdo
x=S5T(x)=ST(y)=y.

Portanto T & injetiva.
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Injetividade e inversa a esquerda

Suponha T injetiva.

Seja B uma base de V.
Como T é injetiva e B é LI, entdo T(B) C W é LlI.
Considere uma base € de W com T(B) C C.
Defina S: W — V na base € como
{S(T(b)) =b para beB
S(c) =0y para ¢ ¢ T(B).

Ent3o para todo b € B, ST(b) = b =idy(b), i.e., ST coincide com idy
numa base, e portanto ST = idy,.
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Sobrejetividade e inversa a direita

Teorema

Uma transformacéo linear T: V — W é sobrejetiva se, e somente se,
existe Q: W — V linear tal que TQ = idyy (inversa a direita de T ).

Se @ é inversa a direita de T, ent3o para todo w € W temos que
w = idw(w) = TQ(w) = T(Q(w)) € im(T),

e portanto T & sobrejetiva.
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Sobrejetividade e inversa a direita

Suponha que T é sobrejetiva.

Seja C uma base de W.
Para cada ¢ € C, escolha um vetor x. € V tal que T(x.) = c.
Defina Q: W — V na base € por Q(c) = xc.
Entdo para todo c € €
TQ(c) = T(x) = c=idw(c)

logo TQ = idy numa base, e portanto em todo o W.
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Composicdo, imagem direta e imagem inversa

Teorema

Sejam T: U— V eS: V — W lineares.
Q Para AC V, vale que (ST)(A) = S(T(A)),
© Para B C W, vale que (ST)"Y(B) = T"1(S71(B))

Se ACV,

(ST)(A) ={(ST)(a) : a € A}
={5(T(a)) : ac A}
={S(x):x e T(A)} = S(T(A)).

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 13 Operagdes com transf. 21 /24



Composicdo, imagem direta e imagem inversa

Se B C W, denotemos C = S~1(B)

(ST) Y(B)={ve V:(ST)(v) e B}
={veV:5(T(v)) e B}
={veV:T(v)e 571(8)}
={veV:T(v)e C}
=T 1(C)=TH57Y(B))
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Composicdo, imagem direta e imagem inversa
Em R?, considere

Ent3o

{(x,y) : AB(x,y) = (0,0)}

{(x,y) : A(x,0) = (0,0)}
={(x,y) : (0,x) = (0,0)}

{(x,y) : x =10}

{(0,y):y e R}
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Composicdo, imagem direta e imagem inversa

Alx,y)=(y,x)  B(x,y)=(x,0)
(AB)'({(0,0)}) = {(0,y) : y € R}

,y) D Alx,y) € BTH({(0,0)})}
y): (v, x) € B7({(0,0)})}
y): B(y,x)=(0,0)}

)+ (y,0)=(0,0)}

y):y =0}

0)
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