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Bijeces

Uma funcdo f: X — Y é bijetiva se for simultaneamente injetiva e
sobrejetiva.

Equivalentemente, existe uma (Gnica) funcdo f~1: Y — X que satisfaz
flof=idx e fof '=idy

i.e.,
FHf) =x e  f(FHy)=y
paratodos x € X ey €Y.

A fungdo f~! & chamada de inversa (bilateral) de f.
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Isomorfismos lineares

Teorema

Seja T: V — W uma transformacio linear que é bijetiva como fung3o.
Entdo a inversa T~*: W — V é linear e bijetiva.

Como T é injetiva, ent3o admite uma inversa linear S a esquerda:
ST =idy
Compondo ambos os lados a direita com T71,

STT'=idyoT !
Sidy = 71
S=T71

ouseja, Tt =S, que é linear por construcio.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 14

Isomorfismos lineares 3/19



Isomorfismos lineares

Defini¢do

Um isomorfismo linear entre dois espacos vetoriais é uma transformacao
linear bijetiva T: V — W. Neste caso, dizemos que V e W sédo
isomorfos.
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Isomorfismos, geradores e bases

Teorema

Sejam T: V — W um isomorfismo linear e A C V. Ent3o
o A é gerador para V se, e somente se, T(A) é gerador para W'.
o AéLl(em V) se esomentese, T(A) éLlI(em W).
@ A é base para V se, e somente se, T(A) é base para W.

(Analogamente para imagens inversas.)

Como T e T~ ! sdo sobrejetivas,

A gerador = T(A) gerador = T (T (A)) = A gerador,
ou seja, A é gerador se, e somente se, T(A) é gerador.
Similarmente, como T e T~! sdo injetivas,

Aell = T(A)elLl

O terceiro item segue dos dois anteriores.
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Isomorfismos e dimensio

Teorema

Dois espacos vetoriais VV e W sdo isomorfos se, e somente se,
dim(V) = dim(W)

Se T: V — W é isomorfismo e B é base de V/, entdo T(B) é base de W.
Como T éinjetiva, #T(B) = #B. Assim,

dim(V) = #B = #T(B) = dim(W)

Corolario

Se V tem dimens3o finita e E C V é subespaco isomorfo a V/, entdo
E=V.
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Isomorfismos e dimensio

Se dim(V) = dim(W), digamos dim(V) = dim(W) = n. Tome bases
B={vi,...,vn}, C={wi,...,wn}

de V e W, respectivamente. Defina T: V — W e S: W — V nas bases
como

T(V,') = w; (S S(W,') = V.
para todo i. Entdo

ST(vi)=S(wj) =v;

para todo i. Ou seja, ST coincide com idy na base B, logo ST = idy.
Similarmente, TS = idy.

Portanto, T & inversivel, ou seja, bijetiva, logo um isomorfismo.
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Isomorfismos e composicdo
IMPORTANTE

SeT:U—=VeS:V — W sioisomorfismos, entdo ST: U — W é
isomorfismo e (ST)™1 = 771571,

ST
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Isomorfismos em espacos de transformacdes

Seja U: V — W isomorfismo.
Considere os espagos vetoriais L(V, V) e L(W, W).

Ufl
Ve——Ww
f ufu—1t
V——— W
U
A funcio

cny: L(V, V) = L(W, W),  cny(f)=UU!

& um isomorfismo linear.
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Isomorfismos em espacos de transformacdes

eny(fF +Xg) = U(f + \g)U L
= UfUt + \UgU 1
=cny(f) + Aeny(g)
Para toda f € L(V, V)
cny-1(eny(f)) = U (eny(F)) (U
e (Ve
=f

e similarmente cny(cny-1(g)) = g para todo g € L(W, W). Logo cny-1 é
a inversa de cny.
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Injetividade, sobrejetividade e bijetividade na mesma
dimensio

Teorema

Seja T: V — W uma transformac3o linear entre espacos de mesma
dimens3o finita.

Ent3o sio equivalentes:

o T éinjetiva.
o T é sobrejetiva.
o T é bijetiva.

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem,

dim(V) = dim(ker(T)) 4 dim(im(T))
e como dim(W) = dim(V),

dim(W) = dim(ker(T)) + dim(im(T))
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Injetividade, sobrejetividade e bijetividade na mesma
dimensio

dim(W) = dim(ker(T)) + dim(im(T))
logo
T injetiva <= ker(T) = {0y}
<= dim(ker(T)) =0
<= dim(im(T)) = dim(W)
= im(T)= W
<= T sobrejetiva
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Exemplos

A funcio
R — Rnxl
X1
(X17 ,Xn) '—>
Xn

& um isomorfismo linear.
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Exemplos

A funcio

& um isomorfismo linear.
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Exemplos

Se V e W sdo espagos vetoriais, entdo o produto
V x W
é um espaco vetorial, e possui os subespagos
V x {Ow} e {0y} x W.

As funcdes
L:V = (Vx{0w}), L(v) = (v,0w)

R: W — ({0y} x W),  R(w)=(Oy,w)

s3o isomorfismos.
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Exemplos

Se E, F s3o subespacos independentes de V/, ent3o a funcdo
S:ExF—-E®F, S(e,f)=e+f

& um isomorfismo.
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Um pouco de cuidado em dimens3o infinita

O subespaco
W = {p(x) : p(0) = 0}

de R[x] é préprio, mas
M, : R[x] = W, My (p(x)) = xp(x)

& um isomorfismo.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 14 Isomorfismos lineares 17 /19



Mais cuidado em dimens3o infinita

A funcio
T: R[x] x R — R[x], T(p(x),a) = xp(x) + a

& um isomorfismo.
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Bastante cuidado em dimens3o infinita

A funcido

Q: RIx x RIx - RIxl,  Q(p(x), (x)) = p(x?) + xq(x?)
é um isomorfismo.
Se comparassemos dimensdes (de modo ingénuo):

dim(R[x] x R[x]) = dim(R[x])
dim(R[x]) + dim(R[x]) = dim(R[x])

00 4+ 00 = 00
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