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Isomorfismos com RR”

Sejam V um espaco vetorial de dimens3o finita ne B = {b1,...,b,} uma
base de V.

Temos um isomorfismo 7: V — R™! dado na base B por

T(b,’) =€

onde ey,..., e, sdo a base canénica de R".
Em particular,

1

0

m(b1) = |.

0
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Isomorfismos com R”
Mas e se reordenarmos os elementos de B?

BI = {b27b17b37b4'-~7bn} = {W17W27-~7Wn}

onde wy = by, wp = by, w; = b; para i > 3.

Obtemos um novo isomorfismo

7'/: \/—)Rn, T/(W,'):e,'.
Em particular,
0
1
T/(bl) = T/(WQ) = € = 0
0

O isomorfismo entre V e R" depende da ordem dos elementos da base B!
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Bases ordenadas

Definicdo

Uma base ordenada de um espaco vetorial V' & uma n-tupla ordenada

B = (b1,...,bp) de vetores distintos de V tais que {bi,...,b,} é base de
V.

Varias notacdes s3o usadas:

o (bi,...,bp), como fizemos;
o [b1,...,bn];
@ simplesmente {b1, ..., bp} (quando ndo gerar confusdo).
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Bases ordenadas

A cada base ordenada B = (b, ..., b,) corresponde um isomorfismo
V — R™! dado por

T(b,’) = €

ou seja, se v =Y i, ajbj, entdo

aq
n n a2
T(v) = E a;7(bi) = g e =
=1 =1
Qp
Chamamos de a1, as, ..., a, as coordenadas de v com relacdo a B.
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Vetores de coordenadas

Sejam B = (b1, ..., b,) base ordenada de V e v € V. O isomorfismo

B-coordenado é o isomorfismo 73: V — R™! tal que 75(b;) = e;.
Se v € V é representado na base B por

v=a1by + -+ apbp,

entdo o vetor-coordenada de v com relacdo a B é a matriz coluna

[V]® = ma(v) =
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Coordenada para transformacdes lineares

Sejam V e W espacos vetoriais de dimens3o finita com bases ordenadas
B = (b1,...,by) de V e C=(c1,...,cm) de W.
Ent3o temos os isomorfismos coordenados
T5: V= R" e Te: W — R™.
Se T: V — W é uma transformacio linear, induzimos uma transformacio

linear de R” a R™:
—1

T
4 R"
T Te TT% 1
T
W—o— gm
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Coordenada para transformacdes lineares

_
Vo2 o
T Te 7'7'3T1
T
W—" jm

Mas ja temos uma ideia de que toda transformacio linear entre espacos
euclidianos é dada por uma matriz.

Qual é uma forma explicita de construir a matriz associada?
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Matrizes de transformacdes lineares

Definicdo
Sejam B = (b1,...,bs) e C=(c1,...,Cm) bases ordenadas de V e W,
respectivamente, e T € L(V, W).

A matriz de T com relacdo a B e € é a matriz

t11  ti2 tin
tr1  t22 ton
e
[T]‘B = [tl'j]l"=1,...,m = .
J=1,..n :
tmi  tm2 bmam
onde, para cada j, as entradas tyj,. .., tyj sdo as coordenadas de T (bj)

com relagdo a base C.
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Matrizes de transformacdes lineares

tin ti2 - tin
e th1 too -+ top para cada j, tyj, ..., tm;
[T]‘B = [t’J] .= . . | s3o0 as coordenadas de
1) T(bj) com relacdo a €
tm1 tm2 - tmn
Isso &,
T(b1) = tna + tac + +  tmiCm
T(bz) = tipc1 + tpc + +  tm2Cm
T(bj) = tija + BHjee + - +  tpicm
T(bn) = tipct + tpex + -+ tmnCm.

[T]% é a transposta da “matriz solugdo” do “sistema” (mn) x (mn) acima.
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Matrizes de transformacdes lineares

Equivalentemente:
o A (i,j)-ésima entrada de [T]$ contém a i-ésima coordenada em C da
“j-ésima imagem” T(v;).

o Se escrevermos [T]% em fungdo de suas colunas temos que

| |
[T]5 = [T(fl)]e [T(f‘Jn)](2 )

onde cada vetor coluna “[T (b))
de T(bj) na base C.

]¢" & o vetor coluna das coordenadas
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Matrizes de transformacdes lineares

Teorema

A matriz [T]gﬂ3 satisfaz as seguinte propriedades:

@ Paratodoj=1,...,n, vale que

[T15 [b]” = [T(&)]°
@ Mais geralmente, se v € V, entdo

[T15 [V = [T()]°

Além disso, o item (1) caracteriza completamente a matriz [T]%, no
sentido de que se A € M, n(R) € tal que

Alb]” = [T(b)]°

para todo j, entdo A = [T|%. Similarmente para (2).
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Matrizes de transformacdes lineares

Seja A uma matriz m x n. Vamos mostrar que A = [T]% se, e somente se,
A [bj]B = [T(bj)]e para todo j.

Dado j, temos que

bj=0-by+---+0-bj_1+1-b;+0-bjy1+-+0-by,

0
e assim [bj]” =¢ = |1
0
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Matrizes de transformacdes lineares

Seja
a1 a2 v+ an
a1 axp -+ an
A=
aml a4m2 amn
Ent3o
air a2 - am| |1 ER
® a1 ax» - an| |0 a
Alb]” =Aep = | . . . |1 =1 7| =1"colunade A
[am1 @m2 '+ a@mn| |0] | amt |
air a2 - aw| |0 ar
R a1 axn - an| |1 ax
Alb]” = Aex = | . A ) =1 7| =2 colunade A
_aml am2 - amn_ _0_ _amg_
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Matrizes de transformacdes lineares

Mais geralmente,

L. G. Cordeiro (UFSC)

a1l ai2 e din
a1 ax» - @
Alb]” = Agj = '
aml am2 °° dmn
Portanto,
\
A= [Al0]® A[by)®

Algebra Linear, aula 15
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— aj _  j-ésima
: coluna de A.
amj
B
Albn]
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Matrizes de transformacdes lineares

A=

| | |
Al Alb]” - A [bn]B]
| |

Consequentemente,

A=[Tl

—

| | | |
Alb]® - A[bn]gl N |:[T(b1)]e [T(bn)]e]

— A [bj]93 = [T(bj)]e para todo j

Item (2) do teorema fica como exercicio.
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Espacos associados a matrizes e a transformacdes lineares

Teorema

Sejam B e C bases ordenadas de V e W, respectivamente, e
T € L(V,W). Entdo

o im(T)= {We W: [w]€ e col ([T]g)}
o ker(T) = {v e V:[v]® enul ([T]%)} (exercicio)

Lembre-se de que

im(T) = T(V)
= T(span{by,...,bn})
= span {T(bl), cee T(bn)}
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Espaco coluna e espaco imagem

im(T) =span{T(b1),..., T(bn)}
Assim,
w €im(T) <= wespan{T(b1),..., T(bn)}
— [w]® € span {[T(bl)]e = [T(bn)]@}

| | |
« [w]° € col ([[T(bl)]e [T(b2)]* - [T(bn)]eD

— [w]® € col [T]%
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Espaco coluna e espaco imagem

Alternativa

Observacdo: Se A= |a; a --- a,| € uma matriz m X n, entdo

col(A) = {x1a1 + -+ Xpan : x1,..., X, € R}
| 1 |™
= ay a» -+ ap S ixt,.ee,xp €ER
| 1 | x,

= {Ax:x e R"™}

Isso pode ser utilizado para dar outra prova da identificacdo entre espaco
coluna e espaco imagem:
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Espaco coluna e espaco imagem

Alternativa

weim(T) <= w= T(v) para algum v € V
w]® = [T(V)]® para algum v € V
w]® = [T]% [v]® para algum v e V

w]® = [T]%? para algum x € R"

[wl® € col (IT]5)

[
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®: Mpyn(R) 2 L(V, W)

Teorema

Sejam B e C bases ordenadas de V e W, respectivamente. Entdo a fun¢do
& L(V, W) = Mpxn(R), T [Tl5

é um isomorfismo linear

Sejam T,S e L(V,W)e A€ R. Tome A = [T]% + A [5]%. Devemos
provar que A= [T + )\5]%.

Para isso, devemos verificar que
AV = [(T+ 25V

para todo v € V.
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®: Mpyn(R) 2 L(V, W)

Dado v € V, temos
A® = (ITI5 + ALSIS) V)"

(715 04%) + A (1815 14"
= [T+ A IS

= [T(v) + AS())°

= (T +2AS)(V)°

Isso mostra que A= [T + /\5]%.

Portanto @ é linear.
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®: Mpyn(R) 2 L(V, W)

Sabemos também que, se B = (by, ..., bp),

T =5 <= T(bj) = S(bj) para todo j
— [T()]° =[S(b;)]® para todo j

| | | |
= {[T(bl)]e [T(bn)]e] = {[5(191)]e [5(bn)]e]

= [T]5 =55

Portanto, ® é injetiva.
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Y

®: Mpyn(R) 2 L(V, W)

Seja A= |a1 a2 -+ an| € Mpxa(R).

Defina T: \/‘ — ‘W na basL B de modo que para todo J,
[T(6)]° = aj.

Mais precisamente, para B = (b1,...,b,), C=(c1,...,¢m),

m
se A=[ajliz1,..m, entdo T(b)= Z ajiCi.
j=1,...,n P

Assim, [T]% =A.

Isso prova que @ é sobrejetiva.
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Matrizes, transformacdes lineares e produtos

Teorema

Sejam U, V', W espacos vetoriais com bases ordenadas A, B, C,
respectivamente.

Entdo para todas T € L(U, V) e S € L(V, W), vale que

[STIS = [SI5 [ T4

Para todo u € U, vale que

(SIS 170%) 1" = 1805 (1712 140")
= (SIS [T(u))”
= [ST()°

Portanto, [S]5 [T]} = [STIS.
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Um exemplo de célculo

Considere:
@ R2 com a base ordenada

A={(2,3), (-3,1)}.
@ R3 com a base ordenada
B ={(1,0,-2), (0,1,2), (3,-3,0)}
e A transformacio linear R: R? — R3 dada por
R(x,y) = (2x — 2y,2y,—3x — y)

Vamos encontre a matriz de R com relac3o as bases A e B:
Lembre-se:
@ Elementos da base do dominio correspondem as colunas da matriz
correspondente.
@ Temos que calcular as imagens dos elementos de uma base e
escrevé-las em funcio da outra.
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Um exemplo de célculo

A={(23), (-3,1)}.
B ={(1,0,-2), (0,1,2), (3,-3,0)}
R(x,y) = (2x — 2y,2y,—3x — y)

R(2,3) = (~2,6,-9)

Para calcular a 1 coluna da matriz [R]%, devemos representar o vetor
acima na base B de R3:

(_27 6) _9) = X(17 07 _2) 3 y(07 17 2) + 2(3’ _3’ O)

X + 3z = -2

— y — 3z = 6

—2x + 2y = -9
SRS P R
4’ 4’ 12
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Um exemplo de célculo

A={(2,3), (-3,1)}.
B — {(1,0,—2)

, (0,1,2), (3,-3,0)}
R(x,y) = (2x — 2y,2y, —3x — y)
17 1 25
LigdyesTd
41 .
[R]A — | 4 ?
25

- ?
Repita o processo com o segundo vetor da base A
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Um exemplo de célculo

A={(2,3), (-3,1)}.
B ={(1,0,~2), (0,1,2) , (3, ~3,0)}
R(x,y) = (2x — 2y,2y,—3x — y)

R(—3,1) = (-8,2,8)
= x(1,0,—2) + y(0,1,2) + z(3, —3,0)

X + 3z = -8
— y — 3z = 2
—2x + 2y = 38

— x=-5 y=-1 z=-1
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Um exemplo de célculo

A= {(273) ) (_37 1)} :
B =1{(1,0,—-2), (0,1,2), (3,—-3,0)}
R(x,y) = (2x —2y,2y,—3x —y)

i -5
RE= |3 -1
-5 -1

, [51 —60

= | -3 -12

IVERSIDY
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E o caso “trivial’?

Qual a matriz da transformacio

T: R3 — R?
T(x,y,z,w) Bx+y+z,x—2z)

com relacdo as bases canénicas?

Notacdo

Para transformacées de R” em R™, a matriz associada as bases canénicas
é denotada simplesmente “[T]".

Basta aplicar a definicdo!

T(1,0,0) = (3,1) = 3(1,0)+1(0,1)
7(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0)+0(0,1)
7(0,0,1) = (1,-1) = 1(1,0)—1(0,1)
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E o caso “trivial’?

T(1,0,0) = (3,1) = 3(1,0)+1(0,1)
T(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0)+0(0,1)
7(0,0,1) = (1,-1) = 1(1,0) - 1(0,1)

logo
m=1i 5 4

(A matriz de uma transformacao de R® para R? & 2 x 3!)
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