Produtos internos, normas e angulos

Algebra Linear — Videoaula 17

Luiz Gustavo Cordeiro

Universidade Federal de Santa Catarina
Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas
Departamento de Matematica

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 17 Produtos internos et al. 1/39



Falta uma nocdo geométrica

Um vetor é uma entidade matematica com dire¢3o, sentido e magnitude.
Num espaco vetorial, dois vetores v, w

@ tém a mesma direcdo se um deles é maltiplo do outro.

@ tém o mesmo sentido se v = tw para algum t > 0 ou vice-versa.

@ mas e a “magnitude’?
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Falta uma nocdo geométrica

Em R" existe uma nocdo de “tamanho” canénica:

(X1, .-y x0)|| = x12—|—x22+~'+x,%.

Mas e em RR?

@ Qual a "magnitude” de uma fung3o delta de Kronecker?

1 sex=0
do(x) =
0 sex#0
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O que é “magnitude”?

@ Qual a “magnitude” de %50 — 017

e Qual a “magnitude” de /(x) = |x|?
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O que é “magnitude”?

@ Qual a “magnitude” de

(x) = 1 sexeQ
970 sexg@?
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ldeia

Lembre-se que o “produto escalar’ em R? ou R3 satisfaz
u-v = ull-[lv] cos(6),

onde
o |lul| € o comprimento de u;
@ ||v|| € o comprimento de v;

@ 0 & o angulo entre u e v.

Problema

Como axiomatizar o “produto escalar’ acima?
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Produto interno

Um produto interno em um espaco vetorial V' é uma fungdo
(,): VXV =R, (vyw) = (v, w)

satisfazendo as seguinte propriedades:

@ (Linearidade na primeira entrada) Para todos u,v,b € V e A € R,

(u+ Av,b) = (u,b) + A(v, b).
@ (Simetria) Para todos u,v € V,
(u,v) = (v, u).
o (Positividade estrita) Para qualquer v # 0y,

(v,v) > 0.

v
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Linearidade entrada-a-entrada?

Fixado b € V, a “linearidade na primeira entrada” de um produto interno
diz que a funcido

f(v) ={v,b)
é linear
flu+Av) = f(u)+ M(v)
(u+Av,b) = (u,b)+ X(v,b)

Produtos internos também s3o lineares na segunda entrada: por simetria,
(a,u+ Av) = (a,u) + \a, V)

Dizemos que produtos internos s3o bilineares.
Em particular,

(Oy,v) =(v,0y) =0
para qualquer v € V.
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Exemplos

O produto de R & um produto interno:

<X7y> =Xy

@ Linearidade na primeira entrada:

(x+ Ay, b) = (x+ Ay)b=xb+ \yb = (x,b) + Ay, b)

@ Simetria:
(x,y) =xy =yx = (y,x)

@ Positividade estrita: Se x # 0, entdo

(x,x) = xx = x* >0
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Exemplos

Produto interno usual de R"

O produto interno usual de R™: Se x = (x;);i = (x1,...,%n) €
y=i)i=0a,---,¥n) entdo

<X7y> = <(X17"~>Xn)7(y17"~>yn)>
=X1y1+ -+ Xn¥n

n
= § XiYi
i=1
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Exemplos

Produto interno usual de R"

o Linearidade na primeira entrada: Para x = (x;);, y = (vi)i € b= (bi)i,

(x+ Ay, b) = > ((xi + Ayi)bi)

= Z (xibi + Ayibi)

~(Zes) o (Z)

= (x,b) + Ay, b)

@ Simetria: exercicio
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Exemplos

Produto interno usual de R"

o Positividade estrita: Se x = (x;); # 0, entdo escolha J tal que

x; # 0. Dai,
(x,x)= x¢ + X3 4+ x5 ++ x5 >0.
~—~ ~— ~—~
>0 >0 >0 >0
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Exemplos

Produto interno usual de R"

O produto interno usual de R” também se chama:
@ produto escalar
@ produto interno candnico ou padrdo
@ produto interno Euclidiano

e também se denota por

° Xy
Y1
@ como [x1 -+ Xp) = [>", xiyi] = x -y, também se denota por

Yn

xTy ou xyT (dependendo se os vetores sdo escritos como linhas ou

colunas).

v
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Exemplos

Considere a fungdo (-,-): R? x R? — R?
((x1,01), (x2,y2)) = 3x1x2 + 4x1y2 + 4y1x2 + 9y1y2
O unico problema é a positividade:
(6 x), (x,y)) = 3x% + dxy + 4yx + 9y
=3 <x2 =+ ixy) + 9y2

4 \*> _16
=3<X+y> —3=y? +9y?

3 9
2
4 11
L) = =2
<x—|—3y> —|—3y
queéZO,ezOse,esomentese,y:Oex:—%y:O.
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Exemplos

Considere a mesma func3o do slide anterior:

((x1,y1), (x2,¥2)) = 3x1x20 + 4x1y2 + 4y1x2 + Oy1y»

4\? 11
<(X,Y)a(x,)/)>=3<x+3y> +?y2 (como vimos)
2
2191X2+9<3x+y)
x2 2 2
:2(x—|—y)2+2y2—|—5+5(5x+y>
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Exemplos

Considere a fungdo

((x1,51), (x2,¥2)) = 2x1%0 + 4x1y2 + 4y1x2 + by1y2

((x,¥), (x,¥)) = 2x* + 8xy + 6y°
= 2(x +2y)? — y2,

que pode ser negativo, por exemplo em (x,y) = (—2,1).
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Exemplos
Considere a funcio

((x1,51), (x2,y2)) = Bx1x0 — 4x1y2 — dy1x2 + By1y»

O (nico problema é a positividade:

((x,), (x,¥)) = 5x* — 4xy — 4xy + y*
=5x% — 8xy + y2

8
=5 <X2— 5xy> —l—y2

2
=5(x— - L
<X 5y> eV Y

2
4 9,
—5(x—- il
(X 5y> + o5

queéZO,e:Ose,esomentese,y:Oex:gy:O.
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Exemplos
Produto “L2"

Se f,g: [0,1] — R sdo fun¢des continuas, entdo

1
(F.g)e = /O F(x)g(x)dx

é um produto interno, chamado de “produto 2"
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EPIs

Definicdo

Um espago com produto interno (EPI) é um espaco vetorial V' munido
de um produto interno “(-,-)" sobre V.

Teorema

Sev,w eV, com V um EPI, entio

v=w <= (v,x) = (w,x) para todo x € V.

(=) é trivial.

(<) A condi¢do na direita com x = v — w se reescreve como
O=(v—w,x) =(v—w,v—w)

logo v = w.
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Norma

Defini¢do

Seja V um EPI. A norma de um vetor v € V &

Vil = v{v,v)

Dizemos que v é unitario se |v| = 1.
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Cauchy-Schwarz

Teorema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Seja V. um EPI. Ent3o para quaisquer u,v € V, vale que

[{u, v < [luff][v]-

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, u é maltiplo de v ou
vice-versa.
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Cauchy-Schwarz

Teorema

[{u v < lull[[v]

Se u = av, entdo
[ulll[v]l = v/{u, u) (v, v)
=/ {av,av){v,v)
a?(v,v){v,v)

(v, V)]

= |
= [{av, v)|
|

{u, v)l.

e similarmente se v = (u.
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Cauchy-Schwarz

Teorema

[{u, )] < lulll]v]

Se v = 0y = Ou entdo o resultado é trivial. Supomos v # 0y, .
A ideia é considerar vetores da reta que passa por u e v, e ver quio perto
esses vetores chegam da origem.

Vamos analizar ||u + tv||.
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Cauchy-Schwarz

Teorema

[{u v < lull[[v]

Para todo t € R, temos que

0<|ju+tv|?
= (u+tv,t+tv)
= (u, u) + t{u,v) + t{v,u) + t2(v, v)
= [lull? + 2¢(u, v) + £ v]®

A (ltima expressdo é polinomiall Em particular, vale para o ponto de

Py & al d _ {wv)
minimo, que é alcancado em t = — 17

Vamos utilizar este valor.
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Cauchy-Schwarz

Teorema

[{u v < [Jull[v]

(u,v)

Seja tp = — VIE Entdo
0<||lu+ tov||2
= [lull® + 2to(u, v) + 2|l v|?
2 2
2 (u,v) (u, v) 2
= -2
U R T
P
- )
[v]|2

com igualdade se, e somente se, u = —tgv = fﬁ/“@ v.
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Cauchy-Schwarz

Teorema

[{u, V)] < lullllv]

(u, v)?
0< HU”2 4 “"/H2 5

ou, reordenando,
(u, v)? < Jlul?|lv]?

ou ainda, equivalentemente,
[(u, v)| < lulllivil

com igualdade se, e somente se, u = —tyv = ()
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Cauchy-Schwarz

Em R" com produto escalar usual:

x-y < ixlliyl
Ix1y1 + - + XnYnl S\/x12+---+x,%\/yf+---+y3
Gy + -+ xayn)’ < O+ +x2) (F+ -+ v2)

Em C[0, 1] com produto (f, g) fo

( /0 1 f(x)g(x)dx>2 < ( /O 1 f(x)zdx) ( /0 1g(x)2dx>
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Norma

Teorema

A norma em um EPI satisfaz ds seguintes propriedades:
Q |v|>0.
@ ||v|| = 0 se, e somente se, v = 0y.
Q [[Av] = Al [[vl.
Q [lu+v]| < lull +lv].

u—+v
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Norma

Teorema

A norma em um EPI satisfaz as seguintes propriedades:
Q |v|=o0.
@ ||v|| =0 se, e somente se, v = 0y.
Q [[Av][ = [A] [|v].
Q [Ju+ v < [lull + [lv]l.

Como
vl = Vv, v),

entdo (1) é trivial, e
vl <= (v,v) =0 < v =0y,
pela positividade estrita de produto interno. Isso é (2).

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 17 Produtos internos et al. 29/39



Norma

Teorema

A norma em um EPI satisfaz ds seguintes propriedades:
Q |v|]|>0. v
@ ||v|| =0 se, e somente se, v=0y. v
Q [[Av[| = [A[ [Iv]].
Q [u+ vl < lull +[lv]-

Q [\v| =V {Av,Av).

=1/A2{v,v)
= [AlVA(v,v)

= [Allv]
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Norma

Teorema

A norma em um EPI satisfaz as seguintes propriedades:
Q [v[[=0. v
@ ||v|| =0 se, e somente se, v=0y. v
Q [[Avl = Al vl v
Q |[lu+v]| < lull + [lv].

Q lutv|?=(utv,utv)
= (v, u) +2(u, v) + (v, v)
< [lull® +2f[ulllv]| + [Iv]*  (Cauchy-Schwarz)

2
= (lell +1IvID)*,
ou equivalentemente ||u + v| < [Jul| + ||v]].
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Distancia

Definicdo

Dado um EPI V, a distancia entre v,w € V &

dlv,w)=|lv—w| = (v—w,v—w).

Teorema

| A\

A distancia em um EPI satisfaz:
Q dv,w)=0 <= v=w;
@ (simetria) d(v,w) = d(w, v)
© (desigualdade triangular) d(u, v) < d(u,w) + d(w, v)
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Norma

Definicdo

Uma norma em um espaco vetorial V' & uma funcio
[-1: V—=1[0,+00), x> |lx|

satisfazendo as seguintes propriedades, para quaisquer x,y € V e X € R:

O (n3o-degenerecéncia/positividade estrita)||x|| = O se, e somente se,
x =0y.

@ (homogeneidade absoluta) || Ax|| = |A| [|x]].
© (desigualdade triangular) ||x + y|| < ||Ix]| + [ly|l-

S6 vamos nos preocupar com normas advindas de produtos internos, mas
existem outras normas Uteis.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 17 Produtos internos et al. 33/39



Exemplos de normas

e Temos a “norma do taxi" em R": Para x = (x1,...,xp) € R”,

X[ = [xle+ - 4 [xal-

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Manhattan_distance.svg
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Exemplos de normas

@ Temos a “norma L' em CJ0,1] (fungdes continuas em [0, 1]):

1
1l =/0 £(8)dt

W

\‘\\\ W

—_*5
\

(
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Exemplos de normas

@ Temos a “norma uniforme/infinito/do sup’ em C[0, 1]:

[fllec = sup |F(x)] /\
x€[0,1]
) N\
/
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Angulo “Euclidiano”

Lembre-se que “produto interno” &€ uma abstracdo do conceito de “produto
escalar”.
O “produto escalar’ de R3 satisfaz

x -y = |x|ly| cos(f)

onde |x| e |y| sdo os comprimentos (usuais) de x e y en R3, e 6 é o angulo
entre x e y.

Ademais, sempre consideramos 6 € [0, ], i.e., § = arccos (IXIIy\)
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Angulo num EPI

Definicao

Se V éum EPIl e u, v € V s3o vetores ndo-nulos, entdo o angulo entre u e

v é
arccos (M) .
[ull{lv]]
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Exemplo de dangulo

Considere em R? o produto interno

((a, b),(c,d)) = 68ac + 38ad + 38bc + 72bd

e os vetores
u=(2,9) e v=(5,4)

Ent3o
e (u,v) =5286
o (u,u) = 7472, logo ||u|| = \/(u, u) = 4/467

o (v,v) =4372, logo ||v|| = 21093
e o angulo entre esses vetores é

(u,v) ) ( 5286 >
arccos = arccos ~ 0,390170...
(IIUHIIVII 4+/467 - 21/1003
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