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Angulo num EPI

Definicdo

Se V éum EPIl e u, v € V s3o vetores ndo-nulos, entdo o angulo entre u e

arccos <M> o
o]V

v e

Dois vetores u, v sdo ortogonais ou perpendiculares se

(u,v) = 0.

Escrevemos “u L v" para dizer que u e v s3o ortogonais.

Para vetores ndo-nulos, vetores sdo ortogonais se o angulo entre eles & 7.
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Vetores ortogonais
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Exemplo

Os vetores

(6,—27,14)
(—21,—14,—18)
(22, -6, —21)

o
p
q

sdo ortogonais em R3 (com produto canénico). De fato,

(0,p) = 6(—21) + (—27)(—14) + 14(—18) = —126 + 378 — 252 = 0
(0,q) = 6-22 4 (—27)(—6) + 14(—21) = 132 + 162 — 294 = 0
(p,q) = (—21)22 + (—14)(—6) + (—18)(—21) = —462 + 84 + 378 = 0

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 18 Ortogonalidade 4/33



Teorema de Pitagoras

Teorema

Seja V um EPI.
@ Seu L v entdo||u+v|?=|ul®+|v

|2.

@ Mais geralmente, se uy,. .., u, sdo dois-a-dois ortogonais, entdo
lug + w2 + -+ wn|? = [l + [luz)|? + - + [|un||?

© Mais mais geralmente, se u, ..., u, sdo dois-a-dois ortogonais e
ai,...,an € R, entdo

logt + - + aunun||* = o || ]|* + - + ||| un |
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Teorema de Pitagoras

Teorema

Seja V um EPI.

Q Seu L ventdo||u+v|?=|ul®+|v|?

© Mais geralmente, se uy, .. ., u, sdo dois-a-dois ortogonais, entdo

n 2 n
D uifl =2 il
i=1 i=1

© Mais mais geralmente, se uy, ..., u, sdo dois-a-dois ortogonais e
ai,...,a, € R, entdo

n 2 n
Do aiuil| = faiflluil?
i=1 i=1
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Teorema de Pitagoras

Se u 1 v, entdo

lu+v]* = (u+v,utv)
= (u,u) +2(u, v) + (v, v)
= lull® + v
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Ortogonalidade e independéncia linear

Teorema

Se v1,..., vy, sdo vetores ndo-nulos e dois-a-dois ortogonais num EPI V,
entdo vi,...,v, sdo Ll.

Tome aq,an,...,a, € R tais que
aivi +aova + -+ apvy =0y

ou seja,
Ha1v1 +aovo + -+ OénVnH = ||OV”

Pelo Teorema de Pitagoras,
aglhvil? + -+ ajllvall> = 0
o que sé é possivel se vy = -+ = a, = 0.
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Ortogonalidade e independéncia linear

Definicdo
Se V & um EPI, uma colecio de vetores X C V é
@ ortogonal se seus elementos s3o dois-a-dois ortogonais.

@ ortonormal se for ortogonal e seus elementos forem todos unitarios
(de norma 1).

Teorema (Pitagoras para vetores ortonormais)

Suponha que {u1,...,u,} é uma familia ortonormal de vetores.
o {u1,...,un} éLI
@ Dados oy, ...,a, € R, temos que

loqur + -+ + antn||* = |aa|* + -+ + |an|?

\

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 18 Ortogonalidade 9/33



Bases ortonormais

Definicao

Uma base ortonormal de um EPI V é uma base que também é
ortonormal.

Por exemplo, o subconjunto {0/, p’, ¢’} de R3, onde
o = ! (6,—27,14)
- 31 9 9
1
= ~(-21,-14,-18
p = 37(=21,-14,-18)

/

q = —(22,-6,-21)

31(

é uma base ortonormal de R3 (com Pl usual).
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Coordenadas ortonormais

Teorema

Seja B ={u1,...,un} uma base ortonormal do EPI V.
© Paratodov eV, n

v = Z(v, ui)uj,

i=1

© Para quaisquer v,w € V,

n

(vow) = (v, ui)(uj, w)

i=1

n
IvI? =D [Kv, un)?
i=1

Item (3) segue de (1) e Teorema de Pitagoras.

© Paratodov eV,
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Coordenadas ortonormais
v =21 ({v, uui,

Como B = {u1,...,u,} € base, escrevemos

n
v = g riuj = nuy+ -+ rplp
i=1

Tomando produto interno com u;, temos

(vouj) = rur, uj) + -+ ri{uj, uj) + - - + rpup, uj)

rilluil? = r;
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Coordenadas ortonormais
<V7 W> - 27:1<V7 Ui><U,‘, W>

Pelo item (1),

(v,w) = <Z<V, Ui>UiaZ<W7 “j>uj>
i=1 j=1
= Z <V, u,-><W, uj~><u,-, Uj>
ij=1
= Z(v, up){w, uj)

i=1
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Coordenadas ortonormais

O que isso significa?

Se B = (u1,...,up) é base ortonormal ordenada, entdo para todo v € V
temos que
<V> U1>
o [V' =1 |
(Vs Un)

° (v,w) = [V]B [W]B

[V]B‘ (norma usual de R"),

)

° |vil=

ou seja, o isomorfismo B-coordenado “transforma” o produto interno de V
no produto escalar usual de R”".

Mas como encontrar uma base ortonormal?
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Gram-Schmidt

Passo-a-passo

Teorema (Passo ortonormal de Gram-Schmidt)

Sejam uq, ..., u, vetores ortonormais de um EPI V e
v &span{ui,...,up}.
Entdo

@ Ovetort =v — Zf’:l(v, uj)uj é ndo-nulo;

@ O vetoru= ” /|| ——u’ é unitario;
© {u1,up,...,up, u} éortonormal, e
span{uy,...,up, v} =span{u,..., u, u}
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Gram-Schmidt

Passo-a-passo

Teorema (Passo ortonormal de Gram—Schmidt)

Sejam uq, ..., u, vetores ortonormais de um EPI'V e
v &span{ui,...,up}.
Ent3o

@ O vetor v’ =v—3 7 (v, u;)u; é ndo-nulo;

Caso u’ fosse nulo, v seria uma combinac3o linear de vy, ..., up,
contradizendo a hipétese de que v & span{u1, ..., us}.
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Gram-Schmidt

Passo-a-passo

Teorema (Passo ortonormal de Gram—Schmidt)

Sejam uq, ..., u, vetores ortonormais de um EPI'V e
v &span{ui,...,up}.
Entdo

@ O vetor u = ——u' é unitario;

il = g

Trivial:

lu'|l = 1.
R ’||
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Gram-Schmidt

Passo-a-passo

Teorema (Passo ortonormal de Gram—Schmidt)

Sejam uy, . .., u, vetores ortonormais de um EPI V e
v &span{ui,...,up}.
Entao
© {u1,un,...,up, u} éortonormal, e
span{u1,...,up, v} =span{u,...,us u} )
Algebra Linear, aula 18
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Gram-Schmidt

Passo-a-passo

Como
n
u=v-— Z<V, ui)uj,
i=1

ou, equivalentemente,

n
v=u— Z(v, ujhu;,
i=1
entdo
span{ui,...,up, v} =span {ul,...,u,,, u'}.
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Gram-Schmidt

Passo-a-passo

Como
_ 1 /
~ e’
ou, equivalentemente,
u = ||u'|u,

entao

span{ut, ..., un, v} =span{u,..., up, u'}

=span{u1,...,up,u}.
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Gram-Schmidt

Passo-a-passo

Para todo j, temos que

(' upy = (v— Z(v, up)uj, uj

|
—~
<
E
~
|
7
<
5
~
—~
£
&
~

Entdo v’ L uj para todo j. Como u é miltiplo de «’, entdo u L uj para
todo .

Portanto, {u1,. .., u,, u} & ortogonal, além de seus elementos serem
normais. Ou seja, & ortonormal.
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Gram-Schmidt

Passo-a-passo

Defini¢do

Dados vetores ortonormais {u1,...,u,} e v &€ span{ui,..., u,}, o passo
ortonormal de Gram—Schmidt consiste da calcular o vetor u por meio de

n
uv=v-— Z(v, i)
i=1

1 /

U= +—=u.
']

Note que:
@ se v L uj para todo j, entdo construimos ﬁv, i.e., 0 passo
ortonormal de Gram—-Schmidt normaliza v.

@ Se v L uj para todo j e v ja & unitario, entdo o passo ortonormal de
Gram—-Schmidt deixa v inalterado.
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Gram-Schmidt

O processo ortonormal

Teorema

Sejam vy, ..., v, vetores de uma base de um EPI V.
Considere os seguintes vetores:
_ 1 .
® U= '
@ Dados uy, ..., uk, o vetor ug,1 € obtido aplicando a passo ortonormal
de Gram-Schmidt no vetor em vy1 com relacdo a {u1, ..., ux}.

Os vetores u, ..., u, assim construidos formam uma base ortonormal
para V.

O procedimento acima é chamado de Processo de ortonormalizacdo de
Gram—Schmidt.
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Gram-Schmidt

O processo ortonormal

De fato:

@ 1° passo: Como u; = mvl, entdo {u;} é ortonormal e

span {u1} = span{wv}.
@ 2° passo: Aplicando o passo ortonormal de Gram—Schmidt no vetor v,
com relagdo a {u1}, sabemos que o vetor uy construido satisfaz
o {uy,up} € ortonormal, e
o span{uy, ux} =span{uy, va} =span{vy, v}
@ 3° passo: Aplicando o passo ortonormal de Gram—Schmidt no vetor v3
com relagdo a {u1, up}, sabemos que o vetor us satisfaz
o {u1,un,u3} € ortonormal, e
o span{uy, us,us} =spanq{uy, up, v} = span{vy,va,v3}.
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Gram-Schmidt

O processo ortonormal

5s k-ési , v ui,...,u isfaz

@ Apés k-ésimo passo, os vetores uy, ..., u, satisfazem
o {u1,...,ux} éortonormal;
o span{uy,...,ux} =span{vy,..., v}.

@ (k 4 1)-ésimo passo: Aplicando o passo ortonormal de Gram—-Schmidt
no vetor vi41 com relagdo a {u1, ..., ux}, sabemos que o vetor uyi1
construido satisfaz

o {u1,..., Uk, ukr1} € ortonormal, e
@ span {u17 ceey Uk Uk+1} = span {U17 <oy Uk, Vk+1}'
= span {Vla <oy Vi, Vk-‘rl}
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Gram-Schmidt

O processo ortonormal

Apbs o n-ésimo passo, teremos vetores u, ..., u, que satisfazem
e {u1,...,up} € ortonormal;
@ span{ui,...,up} =span{vy,...,vp} = V.

Em particular, vy, ..., u, sdo LI, e geram o espaco V, que tem dimens3o n.

Portanto, u1, ..., u, formam uma base ortonormal para V.
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Estendendo conjuntos ortonormais para bases

Teorema

Sejam uy, . .., un, vetores ortonormais de um EPI'V de dimens3o finita.
Ent3o é possivel estender uy, ..., un, para uma base ortonormal
Uly ooy Umy Wil ..., Wy de V

Estenda vy, ..., u, para uma base (n&o-ortonormal)

ui, ...y UmyVm+1,---,Vm

e aplique Gram—Schmidt.

Como os primeiros m passos sdo aplicados em wuq, ..., Uy, que ja sio
ortonormais, o processo os deixa inalterados. Mas os v; podem ser
alterados.

No fim, temos uma base ortonormal da forma w1, ..., Um, Wmt1, - .., Wp.
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Variacdes de Gram—Schmidt

O “processo ortogonal de Gram—Schmidt” é uma variac3o que ortogonaliza
vetores (sem normaliza-los).

Teorema (Passo ortogonal de Gram—Schmidt)

Sejam uq, ..., u, vetores ortogonais ndo-nulos de um EPI'V ev € V.
Entao o vetor .
<V7 ui>

(uj, uj)

i
i=1

é ndo-nulo e

span{u1,...,up, v} =span{ui,..., Uy u}

Esse passo pode ser aplicado para criar bases ortogonais
(ndo-normalizadas).
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VariacGes de Gram—Schmidt

Gram-Schmidt também pode ser aplicado a uma familia linearmente
dependente de vetores:

Teorema

Sejam uy, ..., unm vetores ndo-nulos de um EPI V. Defina wy, ..., wp, do
seguinte modo:

@ 1° passo: wy = u;  (ou mul).

@ k-ésimo passo: wy é obtido aplicando um passo de Gram—Schmidt em

uy relativo aos w; construidos anteriormente ndo-nulos.

Ent3o os w; ndo-nulos formam uma base ortogonal ou ortonormal para
span{ui,...,um}, e wx = 0y se, e somente uy, é uma combinagio linear
dos u; anteriores (i < k).
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Exemplos

Vamos encontrar uma base ortonormal (com respeito ao produto escalar
usual) para o subespaco de R* gerado pelos vetores

a=(0,3,-1,1)
b=(2,-1,-3,1)
=(2,-2,-1,-1)

aplicando Gram-Schmidt:
@ 1° passo:

o\|a||—\/02+32 + (- ) +12=\0+9+1+1=+11
o u = pgra = 7(0,3,-1,1).
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Exemplos

a=(0,3,-1,1)

b=(2,-1,-3,1)

c=(2,-2,-1,-1)
@ 1° passo: 1y = \/%(0,3, -1,1).

@ 2° passo: uy = b — (b, u1)u;

o (b,u1>:<( _1,-3,1), %( 1,1)>
1
:ﬁ(2.0+( 1)-34(-3)-(-1)+1-1)
1 1
:ﬁ( 3+3+1)= T
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Exemplos

a=(0,3,-1,1)

b=(2,-1,-3,1)

c=(2,-2,-1,-1)
@ 1° passo: uy = ﬁ(o,& —-1,1).

@ 2° passo: uy = b — (b, u1)u

] <b,U1>:\/%
o (b,ui)uy = £(0,3,-1,1)
o ub=b— (b, u)ux
1
= (2, -3,1) — 11(03—1,1)

1
= ﬁ(227 —14,-32,10)
o |luzll = f11\/222 (—14)2 +(-32)2 + 102 = 180 \{iﬁ
o th = ki = Nﬁ(zz —14,-32,10)
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Exemplos

a=(0,3,-1,1)
b=(2,-1,-3,1)
c=(2,-2,-1,-1)

@ 1° passo: u; = %(O 3,-1,1).
@ 2° passo: up = 2\/ﬁ(22 —14,-32,10)
@ 3° passo:
o (c,u)u; = f\/%ul =-2(0,3,-1,1)
o (c,u)up = %u = 4=(11,-7,-16,5)
o uy=c— Y7 (c,u)u = z5(385,165,55, —440)
o u3 = Hul;|| = 1 (7 3,1,-8)
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