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Motivacdo

Vetores e suas operacdes

Podemos operar com vetores de modo geométrico:

e portanto segue que u + v = v + u para quaisquer vetores u, v.

Objetivo

Procurar estruturas algébricas que possam ser interpretadas
geometricamente como acima.
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Espacos vetoriais

A definicio

Um espaco vetorial consiste de um conjunto ndo vazio V — cujos
elementos sdo chamados de vetores — munido de duas operacdes:

@ A soma ou adicdo de vetores, que a cada par de vetores u, v faz
corresponder um novo vetor u + v, chamado de soma de u e v.

o A multiplicacido ou produto por escalar, que a cada vetor v e a
cada namero real \ associa um novo vetor Av, chamado de produto
de A por v.

que satisfazem a diversos axiomas.
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Espacos vetoriais

A definicdo — Os axiomas da adicdo

VS1 Associatividade da soma: Para todos os vetores u, v, w de V, vale que

ut+(v+w)=(u+v)+w.

VS2 Comutatividade da soma: Para todos os vetores u, v de V, vale que

u+v=v-+u.

VS3 Existéncia de vetor nulo: Existe um vetor 0y tal que

v+0y=0y+v=yv

para todo v € V; Este vetor é chamado de zero ou vetor nulo.
VS4 Existéncia de inverso aditivo: Para todo vetor v, existe um vetor (—v)
tal que

v+ (—v)=(-v)+v=0y.
O vetor (—v) é chamado de inverso aditivo ou oposto de v.
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Espacos vetoriais

A definicdo — Os axiomas do produto

VS5 Associatividade da multiplicacdo: Para todo vetor v de V e todos os
escalares a, 8 € R, vale que

a(fv) = (ab)v.

VS6 Distributividade a esquerda: Para todos os vetores u, v de V e todo
escalar «, vale que

a(u+v)=au+ av.

VS7 Distributividade a direita; Para todos vetor v de V e todos os
escalares «, 5 € R, vale que

(a+ B)v = av + Bv.

VS8 Elemento neutro do produto: Para todo vetor v, vale que

lv = v.
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Espacos vetoriais

Exemplos: R2

Seja

RZ=R xR
={(x1,x) : x1,x € R}

com operagoes

(x1,%2) + (y1,¥2) = (1 + y1, %2 + y2)

A(x1, x2) = (Ax1, Ax2).
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Espacos vetoriais

Exemplos: R2, associatividade da soma

Associatividade da soma: Se x = (x1,x2), ¥ = (y1,y2), z = (21, 22),

(x+y)+z=((x1,%) + (y1,y2)) + (21, 22)
= (X1 +y1,%2 + y2) + (21, 2)
= ((Xl +y1) + z1, (%2 + o) + 22)
(X1 + y1 + 21) Xo + (yz + 22))
= (x1,%) + (1 + 21, ¥2 + 22)
= (x1,%) + ((y1,2) + (21, 22))
=x+(y+2),

0 que prova que a soma é associativa.

Comutatividade é similar.
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Espacos vetoriais

Exemplos: R2, quem é o vetor nulo?

Qual o vetor o = (o1, 02) tal que x + 0 = 0 + x = x para qualquer vetor
x = (x1,x2)?
Rascunho:

X+0=Xx
(X17X2) + (017 02) T (X17X2)
(x1 4 o1,x2 + 02) = (x1, x2)

X1 + 01 = Xx1
X2 + o X2

01202:0.

Este & o melhor candidato para o vetor nulo.
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Espacos vetoriais

Exemplos: R2, quem é o vetor nulo?

Defina Or2 = 02 = (0,0). Ent&o para todo vetor x = (x1, x2) temos que

X+ 03 = (x1,%2) + (0,0)
(X1+0X2+0)
:X17X2)

X.

e similarmente 0 + x = x.

Portanto, 0, & de fato o vetor nulo de R? (com as operagdes dadas).
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Espacos vetoriais

Exemplos: R?, quem sdo os vetores opostos?

Se x = (x1, x2) € dado, qual o vetor —x = (a, b) tal que x + (—x) = 0,7
Rascunho:

x+(=x)=0

2

(x1,x2) + (a, b) = (0,0)

(x1 + a,x2 + b) = (0,0)
{ xx + a =0
X2 + b = 0

a = —X1

{ b = —x

(=x) = (—x1, —x2) é o melhor candidato para o vetor oposto de x.
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Espacos vetoriais

Exemplos: R?, quem sdo os vetores opostos?

Dado x = (x1,x2), defina —x = (—x1, —x2). Temos que

X+ (=x) = (x1,x2) + (—x1, —x2)
= (x1 — x1, X2 — Xx2)
=(0,0)
= 02,

e similarmente (—x) 4+ x = 0.

Portanto, —x = (—x1, —x2) é de fato o vetor oposto de x = (x1, x2).
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Espacos vetoriais

Exemplos: R"
Seja
R"=Rx---xR (n vezes)
={(x1,...,Xn) : X1,...,Xn € R}

com operagdes

(le"'yxn)+(yla"°7yn) — (Xl +)/1,X2+)/27---7Xn+)/n)

A(X1y ey Xn) = (Ax, Axa, .oy AXp).

Este & chamado de espaco euclidiano n-dimensional.
@ 0, =0Og» = (0,...,0).
@ —(x1,...,Xn=(=x1,...,—Xn).
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Espacos vetoriais
Exemplos: R, R? R®

Casos particulares

Normalmente chamam-se
o R! =R de reta real.
e R? de plano.
e R3 de espaco.
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Espacos vetoriais

Exemplos: Mpyxn

Seja M« n(R) o conjunto das matrizes reais de ordem m x n com as

operacGes: Se

a2
az

am2

a1l
ani
A=
aml
entao
A+ B=

ain
azn

amn

a1 +bir aw+ b
ar1 + bx1  axn + b

am1 + bml am2 + bm2
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ain + bln
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Espacos vetoriais

Exemplos: Mpyxn

ese A € R,
)\811 )\312
Aaz1  Aax
AA = . .
)\aml )\am2

)\al,,
)\32,,

Aamn

Estas operacdes determinam o espaco vetorial das matrizes de ordem

m X n.

Notacdes alternativas

® Mumxn(R) = R™<" = Matpyn(R).

@ Para espagos de matrizes quadradas, M,y ,(R) = M,(R).

Algebra Linear, aula 1
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Espacos vetoriais

Exemplos: RX

Se X & um conjunto entdo RX é o conjunto das fungdes X — R.
Se f,g € RX e A € R, entdo (f + g),(\f): X — R sdo dadas por

(f + &)(x) = f(x) + &(x)
(AF)(x) = M (x)

para todo x € X.
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Espacos vetoriais

Exemplos: R distributividade a direita

Se f e RX e a, 8 € R, como mostrar que (a + B)f = (af) + (B5f)?

Sdo fungdes de X a Rl Tem-se que mostrar que os valores s3o iguais.
Para todo x € X,

((a+ B)F)(x) = (a+ B)F(x) (defini¢do de fungdo soma)
= (af(x)) + (Bf(x)) (distributividade em R)
= (af)(x) + (Bf)(x) (defini¢do de fungdo produto)
= ((af) + (Bf))(x)  (definicdo de soma de funcdes)
Portanto, (o + B)f = (af) + (Bf), para quaisquer o, 3 € R e f € RX.
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Espacos vetoriais
Exemplos: R[x]

Se “Xx" & uma variavel, seja R[x] o espago dos polindmios reais:
2
p(x) = ao + a1 x + axx“ + -+ + apx"
(ag, a1 - . ., an coeficientes reais) com as opera¢des usuais: Se

p(x) =ag + aix + -+ + apx”
q(X) = bo —+ le LR + mem

o p(x)+ q(x) = (a0 + bo) + (a1 + b1)x + (a2 + bo)x> + - -
o Ap(x) = (Aag) + (Nar)x + (Maz)x® + - -
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Espacos vetoriais

Produtos diretos

Sejam V4, ..., V, espacos vetoriais.
O produto direto de V4,..., V, é o produto cartesiano

n

Hw:mxmxw
i=1

com operacdes “entrada-a-entrada’:

(Viyeo V) +(wa, oo ywy) = (vi+wa, oo, vy + wy)
AVay ooy vn) = (Ava, .oy Avy)

e RZ=R xR.
o RMTN = RM x R"
(X105 ey Xmy Y1y oy ¥n) = (X1, ooy Xm), (Viy -5 )
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Espacos vetoriais

Exemplos: Uma opera¢do diferente em R

Seja V =R com a “soma”
xby=x+y+1
e o produto por escalar

AOQy =X x+A—-1

V' & um espaco vetorial com as operacdes @ e ©.

Quem é o vetor nulo?
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Espacos vetoriais

Exemplos: Uma operacdo diferente

Queremos 0y tal que x ® 0y = x para todo x:

x @0y =
x+0y+1=x
Oy =-1
Parte do Exercicio anterior: Verifique que 0y = —1 &, de fato, um vetor

nulo para V.
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Espacos vetoriais

Um contra-exemplo

SejaV=Rcomasomax@y=yeoproduto A\®x=0
A distributividade vale:

(a+B)ox=0
=040
= (ax) @ (Bx).
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Espacos vetoriais

Um contra-exemplo

Mas a comutatividade n3o:

xDy=y
ydx =x.

E preciso achar um contra-exemplo explicito!
Tome x =0ey =1em V. Entdo
0pl1=1, mas 140=0,

logo 01 #1d0.
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Espacos vetoriais

Propriedades basicas — unicidade do vetor nulo

VS4 Para todo vetor v, existe —v tal que v + (—v) = 0y.
Mas entdo (—v) depende de 0!

Teorema

O vetor nulo de um espaco vetorial V' é unico.

Se o0 e o' sdo vetores nulos, ent3o

o=o0+0 (pois o’ é nulo)

=0 (pois o é nulo)
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Espacos vetoriais

Propriedades basicas — unicidade de vetores opostos

Teorema

Dado um vetor v de um espaco vetorial V, o inverso aditivo de v é dnico.

Se w e w' sdo inversos aditivos de v, entdo

w=w+ Oy (vetor nulo)
=w+(v+w) (w' & inverso aditivo de v)
=(w+v)+w (associatividade da soma)
=0y +w (w & inverso aditivo de v)
=w. (vetor nulo)
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Espacos vetoriais

Propriedades basicas — regras de sinal

Teorema (Regras de Sinal)

Seja V' um espaco vetorial. Ent3o as seguintes igualdades s3o viélidas para
quaisquer escalares o e 3 e quaisquer vetores v e w:

Q@ o0y =0y.

Q@ Ov =0y.

Q@ —(—v)=v.

Q a(—v)=(—a)v=—(av).

9 o(v—w)=(av) — (aw).

Q (a—B)v = (av) - (Bv). )
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Espacos vetoriais

Propriedades basicas — regras de sinal

Por exemplo, para provar que a0y = 0y/. Seja v = aly. Entdo

vV = OéOV
= a(0y +0y) (vetor nulo)
=aly + a0y (distributividade)
=v+v
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Espacos vetoriais

Propriedades basicas — regras de sinal

V=vVv-+4v.

Some —v em ambos os lados da equagio:

v+ (—=v)=v+v+(—v)

Oy =v+0y (inverso aditivo)
Oy =v (vetor nulo)
Ov = aly,

como queriamos.
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Espacos vetoriais

Propriedades basicas — diferencas e quocientes

Se v, w,... sdo vetores e a # 0 é um escalar, ent3o
v—w:=v+(—w)
v 1
— = v,
a
Além disso,

vi tvatvztve=((vi+v2)+(vs+ wa))
=v1+ ((v2+ v3) + va)
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Espacos vetoriais

Propriedades basicas — leis do cancelamento

Teorema (Leis do cancelamento)

Em um espaco vetorial,

Q Sev+x=w+x entiov =w.
Q SeA#0elv=Awentiov=w.
© Sev #0y e v =puventio \ = pu.

Os itens 1 e 2 s3o exercicios. A prova do item 3 é feita por “reducio ao
absurdo”.
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Espacos vetoriais

Propriedades basicas — leis do cancelamento

Se v# 0y e A\v = uv entdo \ = p. J

Suponha que v # 0y e Av = uv, mas que A # u. Entdo

Av=pv
Av — pv =0y (subtraia pv)
(A—p)v =0y (distributividade; regras de sinal)
= (}\_111) Oy (multiplique por (A — u)™1)
v= 0y, (unidade do produto; regras de sinal)

uma contradicdo.
Portanto, se v # 0y e Av = uv, entdo A = p.
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