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Representacées de funcionais lineares e produto interno

Seja f: R” — R um funcional linear. Entdo f & representado por uma
matriz de ordem 1 x n nas bases candnicas:

a—= [al o3 a,,]
tal que, para todo x = (x1,...,Xn),
X1 X1
f(x1,...,xn) =2 :[al an}
Xn Xn

= aixy + -+ + anXp

(3,x)

Sera que o mesmo vale para qualquer EPI de dimens&o finita?
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Espaco dual

Definicio

O espaco vetorial
V*=L(V,R)

dos funcionais lineares sobre V' é chamado de dual de V.

Notacdo alternativa
V' = Vv*
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Teorema de Riesz

Teorema (Teorema da representagdo de Riesz)

Seja V um EPI de dimens3o finita.
A funcio
7V = V¥, 7(v) = (-, v)

ie., T(v)(x) = (x,v), é um isomorfismo linear.

Em particular, para cada f € V* existe um dnico vetor v € V tal que

f(x) = (x, v) para todo x € V.

Se f = (-, v), entdo v chama-se de vetor de Riesz de f.

E comum se denotar 7(v)|x = 7(v)(x).
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Teorema de Riesz

7V = V¥, T(v) = (-, v)

7 €& linear: Se v,w € V e XA € R, ent3o para todo x € V vale que

T(V + Aw)|x = (x, v + Aw)
= (x,v) + X(x,w)
= 7(v)lx + AT(w)lx
= (7(v) + At(w))lx

ou seja, 7(v + Aw) = 7(v) + At(w).
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Teorema de Riesz

TV = V", T(v) = (-, v)

T € injetiva: Se v € ker(7), entdo para todo x,
0=7(vV)lx = (x,v)

o que implica que v = Oy,.
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Teorema de Riesz

T: V= V¥, T(v) = (-, v)

T é sobrejetiva: Seja f € V*.
e Se f =0, entdo f = 7(0y).
e Se f #0, entdo ker(f) # V, logo ker(f)* # V-, ou seja,
ker(f)* # {0v}.
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Teorema de Riesz

o ker(f)* # {0v}.
Tome w € ker(f)* com w # Oy.

Em particular, w ¢ ker(f).

Tome v = ﬁw. Entdo v € ker(f)* e

fv)=f <f(1W)W> = mf(vv) =1
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Teorema de Riesz

o No caso em que f # 0, encontramos v € ker(f)* com f(v) = 1.

Em particular, v # 0.
Dado x € V/, temos que x — f(x)v € ker(f), pois
f(x — f(x)v) = f(x) — f(x)f(v) = f(x) — f(x) =0,
logo
0= (x — F(x)v,v) = (x,v) — F(x){v, V),

o que significa que

para qualquer x € X, ou seja, f =7 (lev)
K
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Transformacdes adjuntas

Teorema

Sejam V e W EPIs com dimensées finitas e T € L(V, W) uma
transformagdo linear.

Ent3o existe uma dnica transformagéo linear T* € L(W, V) tal que

(T(v), w) = (v, T"(w))

para todosv e Vewe W.

Definicdo

A transformacdo T* é chamada de adjunta de T.
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Transformacdes adjuntas

Unicidade: Se S € L(W, V) é outra transformac3o linear para a qual

(T(v),w) = (v,5(w))

para todos v € V e w € W, ent3o, para cada w € W,

(v, S(w)) = (T(v),w) = (v, T"(w)),

o que sabemos implicar que S(w) = T*(w), i.e., S=T*.
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Transformacdes adjuntas

Existéncia: Dado w € W fixo, temos o funcional linear em V
vie (T(v),w)={(,w)o T.

Pelo Teorema de Representacdo de Riesz, este funcional é dado pelo
produto interno por um anico vetor de V. Ou seja, existe um Gnico vetor
T*(w) € V tal que

(T(v),w) = (v, T"(w))

para todo v € V.
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Transformacdes adjuntas

A transformagdo T*: W — V esta bem-definida: T*(w) é o vetor de
Riesz de v — (T(v), w).

Falta mostrar que T* é linear.

Dados wi,ws € W e X\ € R, temos que verificar que T*(wy) + AT*(wz)
satisfaz a propriedade que define T*(wy + Aws). Para todo v € V,
(v, T"(w1) + AT"(n2)) = (v, T*(w1)) + Mv, T"(w2))
= (T(v),w1) + M(T(v), w)
=(T(v),w1 + Awn),

o que significa que T*(wy + Awp) = T*(wy) + AT*(wp).
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Propriedades de adjuntas

Versao formal

SeS, TelL(V,W)eQeL(W,Z) sdo transformagées lineares entre EPIs
e A € R, entdo

© (S+AT) = S* +AT*
Q (T =T
Q idl, = idy.
Q (T*) 1 =(T YY" se T éinversivel.
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Propriedades de adjuntas

Versio legivel

Teorema

Para transformagées S, T entre EPls,

QO (SHAT)*=S"+\T*

Q (T )y =T

Q id* =id.

Q (ST)*=T*s*

o (T*)_l — (T_l)*
no sentido de que um lado da equacdo esta definido se, e somente se, o
outro lado esta definido, em cujo caso ambos os lados coincidem.
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Propriedades de adjuntas

Versio legivel

Se ST esta definida, entdo para quaisquer v, w,

portanto (ST)* = T*S*.

Os outros s3o similares.
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Exemplo de adjunta

Seja T: R? — R? dada por

T(x,y) = (x,x +y).

Vamos calcular T*: R? — R?. Queremos que para todos u, v € R? valha
que

(T(u),v) = (u, T"(v)).

Vamos tentar calcular T* somente na base canénica & = {e1, &2} de R2.
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Exemplo de adjunta

T:R? > R?, T(x,y)=(x,x+y).
Restringimos a equagdo da adjunta para vetores da base canénica:

(T"(e1); e1) = (e1, T(er))
(1,0), T(1,0))
(1,0),(1,1))

(er,
{
{
1
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Exemplo de adjunta

T:R? - R? T(x,y) = (x,x +y).

o (T*(el), 61> =1
e Similarmente, (T*(e1), &) =1
@ Portanto,
T (e1) = (T*(e1), e1)e1 + (T (e1), &) = e1 + & = (1, 1)
@ Ou seja, T*(1,0) = (1,1).
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Exemplo de adjunta

T:R?> - R?, T(x,y) = (x,x +y).

e T%(1,0)=(1,1)
e Similarmente, T*(0,1) = (1,0)

e Em geral,

T*(x,y) =xT*(1,0) + yT*(0,1) = (x + y, x)
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Matrizes de adjuntas

T,T": R?> > R?, T(x,y)=(x,x+y), T(x,y)=(x+y,x)

7= 3

=5 3 =10

(onde “A"" & a transposta de A).

Note que
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Matrizes com respeito a bases ortonormais

Sejam
e V um EPI com uma base ordenada B = {(u1,...,un)}
o W um EPI com uma base ortonormal ordenada C = {wy, ..., wn}.
o Tel(V,W)

Entéo a entrada (i, ) de [T]; é (T(u;),w;) , ou seja,

(T(v1),wi) (T(u2),wi) --- (T(upn),wr)
e (T(u1),wz) (T(u2),w2) -+ (T(up),w2)
(T(v1),wm) (T(w2),wm) --- (T(un), Wm)
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Matrizes com respeito a bases ortonormais

Pelo Teorema de coordenadas em bases ortonormais, a j-ésima coluna de
[T]S &
B

<T(U,j), W1>
[T( )]G <T(Uj),W2>
uj)| = :

)

(T (), Win)

cuja i-ésima entrada é (T (uj), w;)
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Matrizes de adjuntas

Corolario

Sejam
e V um EPI com uma base ortonormal ordenada B = {(u1,...,u,)}
o W um EPI com uma base ortonormal ordenada C = {wx, ..., wn}.
o TelL(V,W).
Ent3o .
[Te = ([7]5)

A entrada (i, j) de [T*]? é
(T (wj), wi) = (wj, T(ui)) = (T (i), wj),

. .. (G . w
que é a entrada (j, /) de [T]B' Portanto, essas matrizes sdo transpostas
uma da outra.
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Transpostas sem PI?

Se considerarmos bases n3o-ortonormais, podem existir diferentes

transformacdes S, @ que sdo representadas pela transposta da matriz de T
em diferentes bases.

Por exemplo, se considerarmos as transformacdes T,S: R? — R? dadas
por

T(x,y) = (=x+3y,2y) e S(x,y) = (—x,3x + 2y)

e a base canédnica &, = {(1,0),(0,1)}, entdo

1-]7 SuNevERSz DY FETH
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Transpostas sem PI?

M=o 3 ¢ B=[3 -1

mas se considerarmos a base B = {(1,0),(1,1)},

e I e (L B C S
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Endomorfismos lineares

Definicio

Se V & um espago vetorial, denotamos L(V) = L(V, V).

Uma transformagdo linear T € L(V) é chamada de um operador linear ou
um endomorfismo linear.
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Subespacos invariantes e compressoes

Definicdo

Seja T € L(V) linear. Dizemos que um subespago W C V é invariante
por T ou T-invariante se T(W) C W.

Por exemplo, o subespaco W = {(0,y) : y € R} é invariante pela
transformagdo T(x,y) = (x,x + y). De fato,

T(0,y) =(0,y)

Definicdo

Se W C V é T-invariante, a compressdo de T a W &

Twel(W),  Tw(u) = T(u).

“Compressdo” é essencialmente o mesmo que “restricdo’, mas também
diminuimos o contra-dominio.
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Adjuntas de compressGes

Considerando novamente R? com o Pl usual, o subespaco

W={(0,y):yeR}
e a transformacio

T:R?> > R?, T(x,y)=(x,x+Y),

Qual é a adjunta de Ty : W — W? J

Sera que é (T*)y? Lembre-se que T*(x,y) = (x +y, x). Temos que

T7(0,y) = (v,0)

W n&do & nem T*-invariante. Ndo faz sentido nem escrever “(T*)"! ]
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Adjuntas de compressGes

Teorema

Sejam V' um EPI de dimenséo finita, T € L(V) e W C V um subespago
invariante.

Entdo (Tw)* = (projy TH)w

Note que
(projw T*)(W) C projw (V) € W,

e a compressdo (projy, T*),, faz sentido.
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Adjuntas de compressGes

Teorema

Sejam V um EPI de dimenséo finita, T € L(V) e W C V um subespago
invariante.
Entdo (Tw)* = (projyy T*)w

Para todos u,w € W,

(Tw(u), w) = (T(u),w)
= (u, T"(w))
= (u, proju (T (w)))
= (u, (projw T*)y (w))

onde a pendltima igualdade & uma propriedade que conhecemos de
projecdo ortogonal.

Isso determina que (projy, T%),, satisfaz a propriedade da adjunta de Tyy.
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Subespacos invariantes e adjuntas

Sejam V' um EPI de dimens3o finita, T € L(V) e W C V um subespaco.
@ W é T-invariante se, e somente se, WL é T*-invariante.

@ Se W é tanto T-invariante quanto T *-invariante, entdo

(Tw)" = Ty

v

Suponha que W é T-invariante. Entdo para todo z € W' e todo w € W,
0=(T(w),z) =(w, T"(2)),
ou seja, T*(z) € W, qualquer que seja z € W+. Ou seja, Wt &

T*-invariante.
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Subespacos invariantes e adjuntas

Mostramos que se W é T-invariante, entdo WL é T*-invariante, quaisquer
quem sejam We T.

Em particular, o mesmo fato se aplica com T* no lugar de T e W no
lugar de W: Se W+ é T*-invariante, entdo (W4)L = W ¢
(T*)* = T-invariante.

ltem (2) é exercicio/trivial a partir do teorema anterior.
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Kernel, imagem e adjuntas

Teorema
Sejam VW EPIs de dimens3o finitae T € L(V, W).
Q ker(T*) =im(T)* eim(T*) = ker(T)*+
(2] T é injetiva <= T* é sobrejetiva
T é sobrejetiva <= T é injetiva
T é bijetiva <= T* é bijetiva.
© ker(T*T) =ker(T) eker(TT*) = ker(T™).
Q@ im(T*T)=im(T*) eim(TT*)=im(T).
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Kernel, imagem e adjuntas
Q ker(T7) = im(T)L eim(T") = ker(T)l

Temos que

w € ker(T*) <= T*(w) =0y
<= (T*(w),v) =0 paratodo v eV
<= (w, T(v)) =0 para todo v € V

— wecim(T)*

Portanto ker(T*) = im(T)+.

Para a outra igualdade, troque T por T* e tome “perps’ (subespagos
ortogonais).
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Kernel, imagem e adjuntas
Q T éinjetiva <= T~ & sobrejetiva

T é sobrejetiva <= T" é injetiva

T é bijetiva < T~ é bijetiva

Pelo item (1),

T éinjetiva <= ker(T) = {0y}
— ker(T)r = {0y} =V
— im(T")=V

<= T é sobrejetiva
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Kernel, imagem e adjuntas
© ker(T"T)=ker(T) e ker(TT") = ker(T™)

Claramente, ker(T) C ker(T*T).

Reciprocamente, se T*T(v) = 0y, entdo
0=(T"T(v),v) = (T(v), T(v)),

logo T(v) =0y.

Portanto, ker(T) = ker(T*T).

A outra igualdade é obtida trocando T por T*.
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Kernel, imagem e adjuntas
Q m(T'T)=im(T") eim(TT") =im(T)

Segue do item (3) tomando perps e aplicando o item (1):

ker(T*T) = ker(T)
ker( T"T )L = ker( )L

im((T*T)*) =im(T7)

im(T*T) =im(T")

e similarmente para a outra igualdade.
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