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Motivacdo ad hoc

Trabalhar com matrizes diagonais é simples:
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Motivacdo ad hoc

Mais geralmente, para A = diag(ai1,...,an), B = diag(bs,..., bn),

al
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diag(ai,...,an) + diag(bs, ..., b,) = diag(a; + b1,...,an + bp)

diag(ay, . .

.,ap)diag(bs,..., by) = diag(aibi,...,anb,) = BA

Em particular, matrizes diagonais comutam!

Seria bom se toda matriz fosse diagonal. ..
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Diagonalizabilidade unitaria

Caso complexo

Definicio
Seja T € L(V), onde V é um EPI complexo de dimens&o finita.

Dizemos que T é unitariamente diagonalizavel se existe uma base
B, .
ortonormal B de V tal que [T é diagonal.

(Dizemos que B diagonaliza T.)

| N\

Definicdo
Seja A € M,(C).

Dizemos que A é unitariamente diagonalizavel se existe uma matriz
unitaria U € Mp(C) tal que UAU* é diagonal.

(Dizemos que U diagonaliza A.)

.
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Diagonalizabilidade simultdnea (caso complexo)

Se B é uma base que diagonaliza duas transformagdes T,S € L(V)
simultaneamente, entdo T e S comutam, i.e., TS = ST.

De fato, se [T]i e [S]i sdo diagonais entdo comutam, logo Se T
comutam: Em detalhes,

(715 [S]5 = [S] [ 7]

B 2)B gL' B
B B

(78] = [5T]
TS =ST
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Diagonalizabilidade unitéria (caso complexo)

Se V' é um EPI complexo de dimenséo finita e T € L(V) é unitariamente
diagonalizavel, entdo T*T = TT*.

Se uma base ortonormal B diagonaliza T, ent3o
B B\*
(75 = ([7]3)
B B

é a adjunta de uma diagonal, logo diagonal. Ent3o [T*]B e [T]B
comutam, logo T* e T comutam: T*T = TT*.
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Matrizes e endomorfismos normais e autoadjuntos (casos
real e complexo)

Definicio

Um endomorfismo linear T € L(V/), onde V é um EPI real ou complexo de
dimens3o finita, € normal se T*T = TT*.

Definicdo
Uma matriz A € M,(C) é normal se A*A = AA*.

Definicio

Um endomorfismo linear T € L(V/), onde V é um EPI real ou complexo de
dimensio finita, é auto-adjuntose T* = T.

Definicdo
Uma matriz A € M,(C) é auto-adjunta se A* = A.
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Exemplo de uma matriz normal (caso complexo)

Considere a matriz de rotacio
R — cos(f) —sin(0)
97 |sin()  cos(h)
Entdo

—cos(f)  sin(9)

PR, (x) = det [X_ sin(f)  x — cos(f)

} = x? — 2xcos(f) + 1
cujas raizes sio

2cos(6) £ V4cos? ) — 4
2

= cos(f) £+ 1/ —(1 — cos? 0)

= cos(f) £ isinf

Ae =
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Exemplo de uma matriz normal (caso complexo)

Os autovalores de Ry sdo

A+ cos(f) + isin(0)
@ Se 0, € multiplo de 7, had somente uma Gnica raiz A\ = +1, e Ry = £b.

. ~ ) I
@ Se 6 n3o é maltiplo de 7, entdo 1,/ e vy = [:l:i] é autovetor

associado a AL = cos(f) % isin(h)
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Teorema (Teorema Espectral Complexo, versdo com endomorfismos)

Sejam Ai, ..., Ak € L(V) endomorfismos em um EPI complexo de
dimens&o finita.

S&o equivalentes:

Q A, ..., A sdo normais e comutam.

@ V admite uma base ortonormal cujos elementos s3o autovetores
simultdneos de Ay, ..., Ay.

© Existe uma base ortonormal B de V' que diagonaliza Ay, . .., Ay
simultaneamente.

Ja sabemos que @ <= @ e que @=0.

Fixemos um EPI complexo V de dimens3o finita.
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de enfomorfismos

Se A € L(V) é normal, entdo para todo v € V vale que ||A(v)|| = ||A*(v)||

Se A é normal e v € V ent3o
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Se A€ L(V) énormal e (), v) & autopar de A, entdo (), v) é autopar de
A*.

De fato, A — Xidy é normal (verifique). Pelo Lema C1,

|A*v = Av[* = [[(A = Xid)*v||
= [[(A=Xid)v|| (Lema C1)
= 07

o que significa que A*(v) = Av.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 24 Teorema Espectral 12 /36



O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Se A, B € L(V) comutam, onde V' & um EPI complexo, entdo ker(A) é
B-invariante.

De fato, se v € ker(A), entdo
A(B(v)) = (AB)(v) = (BA)(v) = B(A(v)) = B(0v) = 0v,

logo B(v) € ker(A). Portanto B(ker(A)) C ker(A).
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Se Ay, ..., Ak € L(V) comutam, onde V' é um EPI complexo, entdo
A1, ..., Ak possuem algum autovetor em comum.

Seja A1 um autovalor qualquer de A;.

Como A; comuta com todos os A;, entdo A; — A1 id também comuta com
todos os A;.

Pelo Lema C3, o auto-espago ker(A; — A;id) é Aj-invariante para todo j.
Em particular, Ay possui algum autovetor em ker(A; — Apid), com

autovalor associado \y. Isso significa que ker(A; — Apid) N ker(Az — A2 id)
é n3o-trivial.
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Se A, ..., Ax € L(V) comutam, onde V' & um EPI complexo, entdo
A1, ..., Ai possuem algum autovetor em comum.

Ja encontramos A1, Ay autovalores de Ay, A; tais que
ker(A; — A1id) N ker(Az — A2 id) é ndo-trivial.

Novamente pelo Lema C3, ker(A> — A2 id) é Aj-invariante para todo j.

Como a interseccio de espacos invariantes € invariante, entdo
ker(A; — Arid) Nker(A2 — Azid) € um espago ndo-trivial, Aj-invariante
para todo .

Continue repetindo o processo. . .
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

@ Temos A1, Ap, autovalores de Ap, As tais que
ker(A; — Arid) Nker(A2 — Az id) é ndo-trivial e Aj-invariante para
todo .

e Encontre um autovetor de Az em ker(A; — A1id) Nker(Az — Azid),
com autovalor associado \3. Ent3o
ker(A; — A1id) Nker(Az2 — A\2id) N ker(As — A3id) é um subespago
ndo-trivial, Aj-invariante para todo j pelo Lema C3.

@ Repita o argumento até Ay.
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

No fim, encontraremos A1,..., A, tais que
ﬂ ker(A; — \;id) = ker(A; — Apid) N --- Nker(Ax — g id)

& um subespaco ndo-trivial de V.

Qualquer vetor ndo-nulo v neste subespaco € um autovetor comum a todos
os A1,..., Ak, associado respectivamente a autovalores Ay, ..., .
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

A prova do teorema (caso
complexo)

Pelo Lema C4, tome um autovetor v; associado a todos os Ay, ..., Ag.
SPG, tomamos v; unitério.
Tome
1 1
Wi ={vi}= =span{vi}—.
Sejaje{1,...,k}.
e Como v; é autovalor de Aj, entdo span(v;) é Aj-invariante, e
Wi = span{v}* & Ai-invariante.
o Pelo Lema C2, v; também ¢é autovalor de A7. Pelo mesmo argumento
que acima, Wi & Aj-invariante.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 24 Teorema Espectral 18 /36



O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Obtemos uma decomposicdo ortogonal
V =span{wv}® W,

onde v; é autovetor de Aj e W, é Aj,Aj-‘-invariante para todo .
Em particular, as compressoes dos A; satisfazem

(A w, = (A ) wa

logo s3o normais, e claramente comutam.
Restrinja tudo a W e repita o argumento: Encontre um autovetor

vo € Wi (SPG unitario) comum a todos os Aj, de forma que tenha-se uma
decomposicio ortogonal

W1 = span {wa} © Ws,

com W, A;j e Af-invariante para todo j.
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Obtemos uma decomposi¢io ortogonal

V =span{vi} ®span{v} & W>.

Note que dim(W,) = dim(V) — 2.

Repetindo o argumento, obtém-se sucessivamente decomposicdes
ortogonais

V =span{vi} ®--- ®span{v,} & W,,

com vi, ..., V, autovetores unitarios comuns a todos os A; e W, sendo A;
e Ai-invariante para todo j. Ademais, dim(W,) = dim(V) — p.
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

No fim, temos uma decomposicio ortogonal

V =span{vi} ®span{va} & --- ®span{v,}

com vi, ..., v, autovetores ortogonais unitarios comuns a todos os A;.

Estes vetores formam a base ortonormal desejada.
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade simultdnea de matrizes

Teorema (Teorema Espectral Complexo, versdo matricial)
Sejam Ay, ..., Ax € M,(C). S3o equivalentes:

@ A, ..., Ak sdo normais e comutam.

@ C"™! admite uma base ortonormal cujos elementos sio autovetores

simultdneos de A1, ..., Ax.
© Existe uma matriz unitaria U € M,(C) tal que UA;U* é diagonal para
todo j.
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade de um @nico endomorfismo

Teorema (Teorema Espectral Complexo)

Seja A € L(V) um endomorfismo em um EPI complexo de dimens3o finita.
S50 equivalentes:

@ A é normal.

@ V admite uma base ortonormal cujos elementos sdo autovetores de A.
© Existe uma base ortonormal B de V' que diagonaliza A.
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O Teorema Espectral Complexo

Diagonalizabilidade de uma Gnica matriz

Teorema (Teorema Espectral Complexo, versdo matricial)

Sejam A € Mp(C). S3o equivalentes:
©Q A é normal.

@ C"™! admite uma base ortonormal cujos elementos sio autovetores de
A.

© Existe uma matriz unitaria U € M,(C) tal que UAU* é diagonal.
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Diagonalizabilidade unitaria

Caso real

Definicdo
Seja T € L(V), onde V é um EPI real de dimenséo finita.

Dizemos que T é unitariamente/ortogonalmente diagonalizavel se
. B,
existe uma base ortonormal B de V tal que [T]B é diagonal.

(Dizemos que B diagonaliza T.)

| A,

Definicio
Seja A € M,(R).

Dizemos que A é ortogonalmente diagonalizavel se existe uma matriz
ortogonal U € M,(R) tal que UAU* é diagonal.

(Dizemos que U diagonaliza A.)

A
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Diagonalizabilidade simultdnea (caso real)

Se B é uma base que diagonaliza duas transformagées T,S € L(V)
simultaneamente, entdo T e S comutam, i.e., TS = ST.

Mesma prova do caso complexo.
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Diagonalizabilidade unitaria (caso real)

Se V' é um EPI real de dimenséo finita e T € L(V) é unitariamente
diagonalizavel, entdo T = T*.

Se uma base ortonormal B diagonaliza T, ent3o
18 _ (1713 G
(715 = ([71a)
B

é a transposta de uma diagonal, logo a mesma matriz: [T*]g — [T]B'
logo T = T*.
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O Teorema Espectral Real

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Teorema (Teorema Espectral Real, versdo com endomorfismos)

Sejam Ai, ..., Ak € L(V) endomorfismos em um EPI real de dimensio
finita.
S50 equivalentes:

@ Ay, ..., A sdo auto-adjuntos e comutam.

@ V admite uma base ortonormal cujos elementos so autovetores
simultdneos de A1, . .., Ax.

© Existe uma base ortonormal B de V' que diagonaliza Ay, . .., Ak
simultaneamente.

Ja sabemos que @ <= @ e que @=9O.

Fixemos um EPI real V de dimens3o finita.
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O Teorema Espectral Real

Diagonalizabilidade simultdnea de enfomorfismos

© Se T é um operador auto-adjunto num EPI complexo, entdo seus
auto-valores sdo todos reais.

@ Todo operador auto-adjunto num EPI real tem algum autovalor real.

© Se (A, v) & um auto-par de um operador auto-adjunto T num EPI
complexo, entdo

(T(v),v) = (v, T(v))
(Av,v) = (v, Av)
My, v) = Xv, v)

A=A,

pois v # 0y. Portanto, A € R.
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O Teorema Espectral Real

Diagonalizabilidade simultdnea de enfomorfismos

© Se T é um operador auto-adjunto num EPI complexo, entdo seus
auto-valores s3o todos reais. v’

@ Todo operador auto-adjunto num EPI real tem algum autovalor real.

B

5

A matriz M tem entradas reais, mas vamos vé-la como complexa (o
polindmio caracteristico continua 0 mesmo).

© Represente T em uma base ortonormal qualquer: M = [T]|

Essa matriz tem algum autovalor A (pelo caso complexo). Pelo item
1, esse autovalor é real, ou seja, A &€ um namero real tal que
p1(A) = pm(A) =0, ou seja, A é um autovalor de T.
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O Teorema Espectral Real

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Se A, B € L(V) comutam, onde V & um EPI real, entdo ker(A) é
B-invariante.

Mesma prova do Lema C3.
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O Teorema Espectral Real

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

Se A1, ..., Ak € L(V) comutam e sdo auto-adjuntos, onde V' & um EPI
real, entdo A, ..., Ak possuem algum autovetor em comum.

Mesma prova do Lema C4.
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O Teorema Espectral Real

Diagonalizabilidade simultdnea de endomorfismos

A prova do teorema (caso real)

A mesma do caso complexo (na verdade & até mais facil, pois A; = A7).
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O Teorema Espectral Real

Diagonalizabilidade simultdnea de matrizes

Teorema (Teorema Espectral Real, versdo matricial)

Sejam Ay, ..., Ax € My(R). Sdo equivalentes:
Q A, ..., A, sdo auto-adjuntos e comutam.

@ R™! admite uma base ortonormal cujos elementos sio autovetores
simultdneos de A1, ..., Ax.

© Existe uma matriz ortogonal U € M,(R) tal que UA;U* é diagonal
para todo j.
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O Teorema Espectral Real

Diagonalizabilidade de um @nico endomorfismo

Teorema (Teorema Espectral Real)

Seja A € L(V) um endomorfismo em um EPI real de dimenséo finita.
S50 equivalentes:

@ A é auto-adjunto.

@ V admite uma base ortonormal cujos elementos sdo autovetores de A.
© Existe uma base ortonormal B de V' que diagonaliza A.
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O Teorema Espectral Real

Diagonalizabilidade de uma Gnica matriz

Teorema (Teorema Espectral Real, versdo matricial)

Sejam A € Mp(R). S3o equivalentes:
@ A é auto-adjunto.

@ R"™! admite uma base ortonormal cujos elementos sio autovetores de
A.

© Existe uma matriz ortogonal U € M,(R) tal que UAU* é diagonal.
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