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Bases e dimensio

Motivacdo

Qual o “tamanho” de um espaco vetorial?

R R2 R3

Quantos vetores sdo necessarios para formar cada um desses espacos?
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Bases

Motivacdo

Defini¢do

Uma base de um espaco vetorial V & um conjunto B C V que é gerador e
linearmente independente.
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Bases candnicas

e {(1,0),(0,1)} & uma base para R2
e {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} & uma base para R3
o F

ixado n € N e dado i/ < n, denotamos

Entdo &, = {ey,...

e = (1,0,0,...,0)
€ = (

e = (0,...,0,1,0,...,0)

en = (0,...,0,0,1)

,en} € a base candnica de R".

o {1,x,x? x3,...} & uma base para R[x].
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Espacos finitamente gerados

Um espacgo vetorial V' é finitamente gerado se existe um conjunto finito
F C V tal que V = (F).

R,R?,...,R" s3o finitamente gerados (t&ém dimens3o finita)
Mmxn(R) & finitamente gerado;
R[x] n&o é finitamente gerado;

RX & finitamente gerado se, e somente se, X & finito;

RE n3o é finitamente gerado.
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Espacos finitamente gerados

Propriedades basicas

Teorema

Se V é finitamente gerado e S C V é tal que (S) = V, entdo existe
S’ C S finito tal que (S') = V.

Como V é finitamente, gerado, existe F = {f1,..., f,} tal que V = (F).
Como (S) = V, entdo cada f; é combinagdo linear de elementos de S:
fi = A1Si1 + -+ 4 An(i)Sin(i)-

Tome §; = {s,-’l, . .,s,-7,,(,-)} C S, que é finito tal que f; € (S;).

Seja S'=5U---US,. Entdo S’ é finito e

V=(F)C(5U---US,) =(S).
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Espacos finitamente gerados

Propriedades basicas

Teorema

Se V' é um espaco vetorial, F = {fi,...,f,} é gerador (e finito) e LC V é
LI, entdo L tem no maximo n elementos.

Suponha que L tivesse n+ 1 elementos (1, ..., 0py1.

Primeiro, escrevemos ¢; como combinagdo linear dos f;:

(=" Mf.
j=1

Como {1 # Oy, algum A;; & # 0.Reordenando se necessario, digamos que
A11 # 0.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 6 Bases e dimensido 7/30



Espacos finitamente gerados

Propriedades basicas

Vamos “trocar’ ¢; com f; em F: Definimos

Fr={l,f,...,f}.
Como A11 # 0, segue que F; é gerador de V/, pois

2 1 "y
(= Ajf. = flzrfl—z:%fj.
= 1,1 ‘ot
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Espacos finitamente gerados

Propriedades basicas

Agora repetimos o argumento com /¢»: Escrevemos £> como combinacio
linear dos elementos de Fi:

by = pp1t1 + Z Ao,jf;.
71

Como L é linearmente independente, os A2 ; ndo podem ser todos nulos. A

menos de reordenagdo, suponha Ay # 0. Vamos “trocar” ¢> com f:
Definimos

F2:{£17€27f37"‘7fn}'

Como Ao # 0, segue que F> é gerador de V.
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Espacos finitamente gerados

Propriedades basicas

Repetimos este processo: Dado Fy = {/1,..., 0k, fxi1,. .., fn} gerador,
escrevemos {41 como combinagdo linear de seus elementos:

(] —ZNkJrl ili + Z Ak+1,ifj-

Jj=k+1

Como L é linearmente independente, os A\x11; ndo podem ser todos nulos.

A menos de reordenagdo, suponha Axy1 k41 # 0. Vamos “trocar” ¢, 1 com
fx+1: Definimos

Firr = {01, licsts Fsas o )

Como Ak41k+1 # 0, segue que Fyyq é gerador de V.
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Espacos finitamente gerados

Propriedades basicas

No fim, temos que F, = {{1,...,{,} & gerador. Mas entdo {1 é
combinac3o linear de /1,...,£,, contradizendo que L é LI.

Portanto, L tem no maximo n elementos.
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Existéncia de bases

Teorema

Se V' é um espaco vetorial e
o LC VELL
o G C V é gerador.
e LCG.

entdo existe uma base B de V. com L C B C G.
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Existéncia de bases

Caso finitamente gerado: SPG (“sem perda de generalidade”) assumimos G
e L finitos.

G = 617627"’7£n7g17"'7gm
|
L
o Lo =1L
Lou{g}, seforlLl
o L= .
Lo, caso contrario
o L, Ly U{g}, seforll .
Ly, caso contrario
@ ---
LeU for LI
o Lysy = { kU{gk+1}, sefor

Ly, caso contrario
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Existéncia de bases

Entdo L,, tem as propriedades:
ol CL,CG
e L, eélLl
@ Sege G\ Lyentdo L,U{g} éLD.

Vamos mostrar que L, é gerador (e portanto base).
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Existéncia de bases

Seja g € G:
@ Seg €l entdo g€ (Ly);
@ Seg ¢ Lm, entdo L, U{g} € LD:

pg+ Y Aob =0y,
belny

com coeficientes u, A, ndo todos nulos.

Se p = 0, contradiriamos L, ser LI. Logo p # 0 e

Portanto, G C (Lp,), e assim V = (G) C (L,,).
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Existéncia de bases

Corolario (Todo gerador contém uma base)

Se G é gerador de V, ent3o existe uma base B de V. com B C G.

Como & é LI, existe base @ C B C G.

Corolario (Todo LI se estende para base)
Se | C V é LI, entdo existe uma base B de V com | C B.

Como V & gerador, existe base | C B C V.

Corolario (Todo espago vetorial tem base)

Todo espaco vetorial admite base.

Como & é Ll e V & gerador, existe base @ C B C V.
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Teorema da invariancia

Teorema (Teorema da invariancia)

Quaisquer duas bases de um espaco vetorial tém o mesmo niimero de
elementos.

Caso finitamente gerado: Se B e € sdo bases, entdo

@ Bélle @ égerador

Teorema anterior #BS#G

@ CéLleB é gerador

Teorema anterior #GS#'B
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Dimensio

Espacos euclidianos

Definicio

A dimens3o de um espaco vetorial V & o nimero de elementos de
qualquer uma de suas bases. Denota-se a dimens3o de V por dim(V)

o R: {1} é base, logo dim(R) =1
e R?: {(1,0),(0,1)} é base, logo dim(R?) = 2
o R™ &, ={e1,...,en} é base, logo dim(R") = n
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Dimensio

Espacos de matrizes

Dados m, n, as matrizes

formam uma base de My, n(R) (1 < i< m, 1<, <n). Como temos

m x n dessas matrizes, ent3o

dim(Mp5n(R)) = mn.
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Dimens3o infinita

Temos que
dim(R[x]) = o0
e que
dim(RX) = oo quando X & infinito.

(Mas existem diferentes tipos de (infinito))
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Espacos de funcio

Se X ={x1,...,%n} € finito, sejam

1 = X;
5;(X)={’ se X = X,

0, c.c. (caso contrario).

f(X4)
f (fl) -
) )

f=7Ff(x1)01+ f(x2)d2 + F(x3)d3 + - - -
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Espacos de funcio

Para X = {x1,...,xn}, temos que
o {61,...,0,} & base de RX
o dim(RX) = #X
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Como achar bases

Em termos praticos

Como fazer para achar uma base de um espaco vetorial?
@ Primeiro encontre um conjunto gerador (finito)

{Vl, Vo, .. }

@ Ignore todos os vetores nulos.
© Tome B; = {vi}
@ Adicione v» se o conjunto continuar LI; caso contrario, ndo adicione
nada
By U{va} , se for LI

By = .
B , caso contrario

© Repita o processo acima, adicionando cada v; se o conjunto resultante
for LI:

Bi U{vit1} , sefor LI
Biti=1q .

B; , caso contrario
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Um exemplo

Encontre uma base e a dimens3o para o subespaco vetorial U de R? gerado
pelos vetores

a=(3,4,4), b=(-2,0,-2), c =(22,16,26), d = (-9, —12, —12).

Primeiro passo: Adicionamos o primeiro vetor: B; = {a}

Segundo passo: Vamos ver se podemos adicionar o segundo vetor. Para
verificar se a, b s3o LI, podemos escalonar a matriz que tem esses vetores
como colunas (teorema da aula passada):

3 -2
4 0
4 -2
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Um exemplo

3 =2 w0 B2, L, )
4 0] 222 1 132l 1y
4 -2 4 —o| bembs g o

0] nie |G 10
1 0 —2f 222h 1g o] 225, 1o 1
LR [ | 01 00

L1(—>L2

Os vetores sdo LI: B, = {(3,4,4),(—2,0,—2)}.
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Um exemplo

Terceiro passo: Vamos ver se podemos adicionar o terceiro vetor. Para
verificar se a, b, ¢ sdo LI, podemos escalonar a matriz que tem esses vetores
como colunas (teorema da aula passada):

3 =2 22 1 0 4
4 0 16 escalona ™, \G
4 -2 26 0 0 O

Falta um pivd! Os vetores ndo sio LI, ndo adiciona ¢: B3 = {a, b}.
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Um exemplo

Quarto passo: Vamos ver se podemos adicionar o quarto vetor. Para
verificar se a, b, d sdo LI, podemos escalonar a matriz que tem esses
vetores como colunas (teorema da aula passada):

3 -2 -9 | 10 -3
4 0 12/ =510 1 0
4 -2 -12 00 0

Falta um pivé! Os vetores ndo sdo LI, ndo adiciona d: By = {a, b}.

Acabamos: {a, b} é uma base para U = ({a, b, ¢, d}).
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Dimens3o, dependéncia linear e conjuntos geradores

Se G é geradorde V é L C V é LI, entio

#1 < dim(V) < #G.

Equivalentemente:
@ Todo conjunto com mais de dim(V') elementos é LD;

e Nenhum conjunto com menos de dim(V') elementos é gerador.

Se B & base, entdo #B =dim(V) e

#L #B (pois B é gerador)
#G (pois B é LI)

IN N
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Como encontrar bases de R"?

Teorema

Se dim(V) = n < oo, entdo
@ Todo subconjunto LI de V. com n elementos é base;

@ Todo subconjunto gerador de VV com n elementos é base

Se G C V é gerador, ent3o existe base B C G. Entdo
#G =n=dim(V) = #B,

logo G = B, que é base.
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Como encontrar bases de R"?

Considere os vetores {(1,3,2),(—2,3,1),(1,1,1)} de R3.Como

1 -2 1
det |3 3 1| =3-443-6+6—-1=1,
2 1 1

eles sdo LI, e portanto uma base.
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