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O que é uma operacdo binaria?

Intuicdo

“Uma opera¢do binaria € um modo criar um novo objeto a partir de dois
objetos anteriores.”

@ A soma de nimeros reais é uma operacio binaria: x,y € R
somados geram x + y.
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O que é uma operacio binaria?

Intuicdo; Outros exemplos

Exemplo

A unido de conjuntos é uma operagio binaria: A unido de dois conjuntos
A e B é o conjunto AU B cujos elementos sio tanto os elementos de A
quanto os elementos de B.

o {1,2}U{2,3} = {1,2,3}.

| A\

Exemplo

A composicdo de fungdes de um conjunto X nele mesmo é uma
operacdo binaria: A composta de duas fungdes f,g: X — X é a funcdo
fog: X — X definida por

(fog)(x) ="f(g(x)) para todo x € X.

v
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O que é uma operacdo binaria?

Intuicdo; E quando a operacdo n3o esta definida?

04+-2=2
@20+ (-3)= —6,666...
e 0+(41)=0
e3+-0=7
A “operacdo’ nido esta definida para todos os nimeros! |
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O que é uma operacdo binaria?

Intuicdo; E quando a operacdo n3o esta definida?

E a “soma ingénua” de nameros racionais?

A “soma ingénua” de niimeros racionais é dada por

a+t+c

Ent3o
17 3 17+3

5 5 545
=5 =

2.
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O que é uma operacdo binaria?

Intuicdo; E quando a operacdo n3o esta definida?

g - ~ " - - . ?
E a “soma Ingenua de nameros racionais’

3
Mas, por outro lado, 5= 30" e assim

17 3 17 18

5 9575 P30
_17+18 35
5430 35
17
Mas haviamos calculado 5 @ § =2

5
A "operacdo” n3o gera sempre o mesmo resultado!

=1
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O que é uma operacdo binaria?

Intuicdo; E quando a operacdo n3o esta definida?

E a diferenca de nameros positivos?

A diferenca de dois nimeros positivos pode ser negativa:
1-2=—-1.

A “operacdo” esta criando que estdo fora do conjunto de interesse.
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O que é uma operacio binaria?

Formalizando

Queremos que as operacdes binarias em um conjunto X tenham 3
propriedades:

@ Esta definida para todo par
de elementos de X.

@ O valor da operacdo em
dois objetos esta
unicamente determinado.

@ O valor da operagdo

. } O contradominio é X.
sempre cai em X.
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O que é uma operacio binaria?

Formalizando

Definicdo (Operagdo Binaria)

Uma operacdo binaria em um conjunto X é uma fungdo x: X x X — X.
Normalmente denotamos x(x,y) = x x y.

Exemplo (Soma de nimeros reais)

A soma de nimeros reais &€ a operacdo

+ . RxR — R
(x,y) — x+y.
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O que é uma operacdo binaria?

Formalizando

Exemplo (Unido de conjuntos)

A unido de subconjuntos de um conjunto (universo) X é a operacdo

U @ PX)xPX) — P(X)
(A,B) — AUB.
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Propriedades de operacdes binarias

Definicdo

Uma operacgdo binaria x: X x X — X é comutativa se para todos
x,y € X vale que x*xy = y x x.

A soma e o produto de nimeros reais sdo comutativas, pois valem que

X+y=y+x e X-y=y-X.

para todos x,y € R.
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio satisfaz a uma propriedade

Considere a operacdo em R dada por

xlLly=x+y+1

Pergunta

A operacdo L é comutativa?

Para verificar que esta operacdo é comutativa, devemos verificar que
xly=ylx

para todos x e y.
Como R é infinito, é necessario fazer isso algebricamente.
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio satisfaz a uma propriedade

Por um lado,
xly=x+y+1

e por outro,

yilx=y+x+1
=x+y+1l=xLly,

0 que prova que a opera¢do | é comutativa.
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Propriedades de operacdes binarias

Definicdo (Elemento neutro)

Uma operagdo binaria x: X x X — X possui elemento neutro se existe
um elemento e € X tal que para todo x € X vale que e x x = x x e = x.
O elemento e é chamado de elemento neutro da operagdo *.
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Propriedades de operacdes binarias

A soma e o produto usuais dos nimeros reais possuem elementos neutros.
@ 0 (zero) é o elemento neutro da soma: 0+ x = x + 0 = x para todo x.

@ 1 (um) é o elemento neutro do produto: 1-x = x -1 = x para todo x.

Importante

O elemento neutro depende da operacdo, e ndo do conjunto onde a
operacdo é feita.
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio satisfaz a uma propriedade

Considere novamente
xly=x+y+1

Pergunta

A operagdo L tem elemento neutro?

Para verificar que esta operacdo possui elemento neutro, é necessario
descrevé-lo explicitamente.

Ao invés de chutar, podemos tentar procurar um candidato para quem quer
quer fosse o elemento neutro.
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio satisfaz a uma propriedade

Se e for um elemento neutro, entdo temos, para todo x

el x=x
e+x+1=x
e=—1.
Ou seja, o melhor candidato para elemento neutro de 1. é e = —1.
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio satisfaz a uma propriedade

Verifiquemos que e = —1 &, de fato, elemento neutro de L (“prova real”).
Por um lado,

(1) Lx= —-1+x+1=x,

e por outro
xL(-1)=x+(-1)+1=x,

para qualquer x € R, o que mostra que —1 é elemento neutro de 1.
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio ndo satisfaz a uma propriedade

Considere a operacdo em R dada por

XP>y=y.

Pergunta

Como verificar que esta operacdo nio é comutativa?

A comutatividade diz algo sobre todos os elementos do conjunto.
Para mostrar que uma propriedade n3o é satisfeita para todos os
elementos, deve-se achar um contra-exemplo explitico.
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio ndo satisfaz a uma propriedade

Note que
X>y=y e y>x=x,

ou seja, as expressdes algébricas que determinam x> y e y > x sdo
diferentes. Isso indica que podemos ter x > y # y > x, mas ainda
precisamos de um contra-exemplo especifico.
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio ndo satisfaz a uma propriedade

Temos que
1>2=2,

e que
o>1=1,

logo 1>2 # 2> 1, e a operagdo ndo é comutativa.
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio ndo satisfaz a uma propriedade

Pergunta

Como verificar que a operagdo > ndo tem elemento neutro?

Essa propriedade diz respeito acerca da existéncia de um certo elemento.
Para mostrar que ndo existe um elemento satisfazendo alguma
propriedade, deve-se mostrar que nenhum elemento satisfaz tal propriedade.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula C1 Operagdes binarias 22 /24



Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio ndo satisfaz a uma propriedade

Se e fosse elemento neutro, teriamos
X = e X,

e que
xX=xD>e=e

(estranho!).
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Propriedades de operacdes binarias

Verificando que uma operacio ndo satisfaz a uma propriedade

Dado e € R, temos que
(e+1l)>e=e,

e portanto (e +1)>e # e+ 1.
Isto mostra que existe um elemento x de R tal que x > e # x (no caso,
x = e + 1. Portanto, nenhum e € R é elemento neutro de >>.
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